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AVERTISSEMENT. 



Exposer les principes fondamentaux de la Méca- 
nique céleste à l'aide de démonstrations assez simples 
pour être introduites dans renseignement supérieur, 
tel est le but que je me suis proposé dans cet Ouvrage, 
dont ridée première m'a été suggérée par les leçons 
que j'ai professées à la Faculté des Sciences de Besan- 
çon, de i855 a 1860. 

Les deux premiers chapitres sont consacrés à l'étude 
du mouvement des centres de gravité des corps qui 
constituent le système solaire. Dans la première ap- 
proximation de ce mouvement, les seules choses sail- 
lantes que j'aie à mentionner sont les méthodes de 
Gauss pour le calcul des éléments elliptiques des 
planètes et des comètes, méthodes qui, malgré leur 
fréquente^ application, ne sont indiquées ni dans la 
Mécanique céleste de La place, ni dans Y Exposition ana- 
lytique du système du monde de M. de Pontécoulant. 
Quant à la question des perturbations, qui, par sa na- 
ture même, est essentiellement un problème d'Analyse, 
où la Géométrie ne peut pas intervenir d'une manière 
bien utile, je l'ai traitée, comme on le fait habituelle- 
ment, en faisant l'application de la méthode de la 
variation des constantes arbitraires. C'est surtout dans 
ce cas spécial que l'on reconnaît la haute importance 
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de cette méthode, due à Tillustre Lagrange. J'ai cru 
devoir en outre indiquer en Note, à la fin du volume, 
l'application que l'on peut faire du théorème d'Ha- 
m il ton et de Jacobi pour arriver au même résultat. 

Dans le chapitre relatif aux attractions des sphé- 
roïdes, j ai pu introduire quelques dén^onstrations 
géométriques qui, je pense, apporteront un peu de 
clarté sur différents points importants de cette partie 
de la Mécanique céleste. Deux intégrations par parties 
m*ont permis de démontrer à priori la convergence 
du développement en fonctions sphériques dans les 
cas douteux auxquels Laplace ne s'est pas arrêté. Pour 
la détermination de la forme de ces fonctions» j'ai 
employé la méthode de Jacobi, qui est l'une des plus 
élégantes et des plus simples. 

Parmi les questions traitées dans le chapitre relatif 
a la figure des planètes, je citerai l'ellipsoide à trois 
axes inégaux de Jacobi; la discussion des équations 
qui en résultent, de M. Meyer, complétée et modifiée 
par M. Liouville; l'hypothèse de M. Roche sur la va-» 
riation de la densité dans l'intérieur de la Terre; enfin 
le théorème de M. Liouville sur la stabilité de l'équi- 
libre d'une masse fluide animée d'un mouvement de 
rotation, dont j'ai donné une démonstration géomé-* 
trique et que j'ai ensuite appliqué à la stabilité de 
l'équilibre des mers. 

Les propriétés, dues a Laplace, des lignes géodé- 
siques tracées sur la surface des sphéroïdes, ont été 
déduites de considérations géométriques sur le mou- 
vement d'un point. 

Dans le chapitre où j6 m'occupe des atmosphères 
des corps célestes, j'ai cru devoir emprunter à M. Roche 
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des considérations qui, en tenant compte de l'hypo- 
thèse de la force répulsive imaginée par M. Paye» per^ 
mettent d'expliquer la forme des comètes. 

Je suis parvenu à simplifier notablement la mise en 
équations du mouvement oscillatoire de la mer et de 
l'atmosphère» la théorie du mouvement des corps cé- 
lestes autour de leur centre de gravité. Je termine 
enfin par deux études intéressantes au point de vue 
de la partie philosophique de la géologie^ l'une sur 
la chaleur centrale de la Terre, et l'autre sur l'équi- 
libre d'élasticité d'une croûte planétaire» question 
pour laquelle j'ai fait usage de la belle méthode d'in- 
tégration de M. Lamé, 

Tel est l'exposé sommaire des parties caractéris- 
tiques de cet Ouvrage qui, j'ose l'espérer» atteindra le 
but que je me suis proposé. 
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CHAPITRE PREMIER. 

PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT 
DES PLANÈTES. 



^ I. Du MOUVEMENT £LLIPl:iQUE DES PLANETES. 

1 , — Lois de Kepler, — Accélération des planètes, — 
Les planètes dans leur mouvement autour du Soleil obéis- 
sent aux loîs suivantes que Kepler a déduites de l'observa- 
tion ; 

i*"* LOI. — CJutque planète parcourt dans un plan pas- 
sant par le centre du Soleil et autour de cet astre une 
orbite dans laquelle le rayon vecteur qui joint les centres 
des deux astres décrit des aires proportionnelles aux 
temps, 

a* LOI. — La courbe décrite par le centre d'une planète 
est une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des 
foyers. 

y LOI. — Les carrés des durées des révolutions des 
planètes autour du Soleil sont proportionnels aux cubes 
des grands axes de leurs orbites. 

Nous rappellerons que le point de l'orbite le plus rap- 
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proche du Soleil se nomme le périhélie^ et le point le plus 
éloigné V aphélie. 

On déduit d'abord de la première loi et du principe des 
aires en Mécanique, quje la direction de V accélération de 
chaque planète passe par le centre du Soleil, 

Soient à un instant quelconque : 

r la distance du centre m d'une planète à celui M du So- 
leil; 

V l'angle formé par r avec une droite fixe Mx passant 
par le point M et comprise dans le plan de l'orbite; 
cet angle est appelé V anomalie "vraie de la planète^ 

a le demi grand axe de l'orbite ou la distance moyenne 
de la planète au Soleil, dont la direction est ce que l'on 
nomme la ligne des apsides^ 

e l'excentricité de l'orbite; 

0) r angle formé par la ligne des apsides avec M x, ou la 
longitude du périhélie^ 

T la durée d'une révolution complète de la planète ; 

(f l'accélération du centre de la planète, considérée 
comme positive ou négative selon qu'elle sera dirigée 
vers le centre du Soleil ou en sens inverse; 

k le double de l'aire décrite par le rayon yecteur dans 
l'unité de temps. 

On a 



(i) ^.T=27ra^V^i — e\ 

et d'après la première loi de Kepler, 

(2) r^dvzzzk.dt. 

Le carré de l'élément de chemin parcouru dans le temps dt 
étant r^ di^^ -i- dr*.y le principe des forces vives donne, en 
désignant par h une constante, 

(3) — z=h-2j^dr, 
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OU, en élimipant dt au moyen de Téquation {%)y 



or Tellipse décrite a pour équation 

en exprimant \-jj I au moyen de r et réduisant, l'équa-i 
tion (4) devient 

d'où, par la diiTérentiation, 

et comme e est plus petit que l'unité, cette valeur est posi- 
tive. Donc, dans son moui^ement elliptique autour du *So- 
leâ, le centre de chaque planète obéit à une accélération 
dirigée vers le centre du Soleil, et qui varie en raison in^ 
uerse du carré de la distance de la planète à cet astre (*). 
En remplaçant dans la formule [Q) h par sa valeur tirée 
de Téquation (i), il vient 

(7) ? = 4^'|;-7,» 

expression dans laquelle, d'après la troisième loi de Ke- 
pler, le coefficient de — es^ constant ; par conséquent, V ac- 
célération planétaire rapportée à V unité de distance a 
la m^me valeur pour toutes les planètes, 

(*) On trouvera dans mon Traité dé Cinématique pure y p. ag, une démons- 
tration géométrique de cette proposition. 

I. 
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Ces considérations sont évidemment applicables à la pa- 
rabole qui est aussi représentée par l'équation (5) en y 
supposant a = oo ,e = i, eta(i — e') égal au demi -para- 
mètre, et à rhyperbole dont F équation s'obtiendra en chan- 
geant le signe de a (i — e') 5 « devenant supérieur à Tunité. 

2. Supposons ihaintenant que réciproquement un point 
matériel possède constamment une accélération dirigée 
vers un centre fixe et inversement proportionnelle au 
carré de la distance à ce centre, et proposons-nous de dé- 
terminer la nature de la courbe qu'il décrit. Posons à cet 

effet <y = ^5 fx étant une constante; Téquation (4) devient 



d'où 



'W«l 



= A+^A 



r 



±^1 



En considérant toujours dv^ comme positif, on devra 
prendre le signe -f- ou le signe — selon que r décroîtra ou 
croîtra; les changements de signes auront lieu pour les 
valeurs maximum et minimum de r données par 

d'- 



Si nous supposons que r commence à croître à partir 
de la position initiale du mobile, on devra prendre le 
signe — , et Téquation ci-dessus donnera en intégrant, tù 
étant une constante arbitraire, 

A» 



- 0) = arc cos 
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d'où 

(8) r- 1 






équation polaire d'une section conique rapportée à Tun des 
foyers. Cette section sera une ellipse, une parabole ou une 

hyperbole selon que Ton aura A = o, ou, en vertu de l'é- 
quation (3) qui donne la signification de A, 

W\ i- = 05 

Wo et To étant la vitesse et le rayon vecteur correspondant 
à l'instant initial. On voit aimi que la nature de la courbe 
dépend seulement de la grandeur de la vitesse initiale et 
non de sa direction. 

De la comparaison des équations (5) et (8) on déduit, 
dans le cas d'un mouvement elliptique, 



et, en désignant par w la vitesse du mobile au bout du 
temps t^ le principe des forces vives ou l'équation (3) 
donne 

(10) «,.=aif_{i. 

^ r a 

3. Principe de la grantation universelle, — Soient M 
la masse du Soleil ; m, m', m"^ . . . , celles des planètes 5 
r, r', r'^ . . , , les distances de leurs centres à celui du 
Soleil. 

Les dimensions du Soleil et des planètes étant très-pe- 
tites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans 
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une première approximation, en faire abstraction, et sup- 
poser que ces astres sont réduits à Fétat de simples points 
matériels ayant respectivement les mêmes masses, et nous 
dirons que le point matériel M exerce sur les masses 

m.m\m!\ les forces attractives a —> a -r:v>a étant une 

7 7 7 fl j/1 

constante indépendante de /w, m', rnl' , 

Si Ton considère cette attraction comme inhérente à 
l'essence même de la matière, il faut admettre qu'inverse- 
ment les masses m, wl^ nJ' attirent de la même manière la 
masse M, et avec une énergie égale et contraire à celle des 
forces précédentes d'après le principe de l'égalité entre 
Faction et la réaction. Par analogie avec ce qui précède, 

l'attraction de m sur M sera de la forme a' -7-^? a' ne pou- 
vant dépendre que de m, et comme a' -; = a — 1 et que a 

est indépendant de m, il faut que Ton ait a' = y.m, 
a = /. M, y étant une constante indépendante de la valeur 
des masses attirantes et de leurs distances. On est donc 
conduit à admettre que deux particules matérielles s^ atti- 
rent mutuellement suivant la droite qui les jointe propor- 
tionnellement à leurs masses et en raison im^erse du carré 
de leur distance (*). Tel est le principe de la gravitation 
universelle dû à Newton, basé, comme tous les principes 



{*) Ces actions mutueUes ne sont pas les seules qui s'exercent entre les 
éléments delà matière; il en existe d'autres appelées spécialement action* 
moléculaires y dont l'intensité devient très-considérable à des distances ex- 
Irèmeraent faibles et du même ordre de grandeur que les distances intermo- 
lécdlaires, mais qui décroissent atec une extrême rapidité quand la dis- 
tance augmente. Ces forces, auxquelles sont dues la cohésion, l'élasticité des 
solides, etc., sont les unes attractives, inhérentes à l'essence même de la 
matière, les autres répulsives, dues au calorique. Mais les forces de ces deux 
systèmes, dont les relations de grandeur définissent les trois états d'an 
corps, n'étant appréciables qu'entre les particules d'un même corps, ne 
jouent aucun rôle dans les phénomènes astronomiques. En ce qui concerne 
Tcquilibre on le mouvement des corps solides ou fluides, elles ne Mini re- 
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élémentaires de la Physique, sur une extension théorique 
d*une loi observée, et que pour ce motif il était important 
de vérifier ultérieurement. Nous avons supposé en effet que 
le Soleil et les planètes sont des points matériels, tandis 
<]U'ils ont des dimensions appréciables, quoique très-petites 
Jiàr rappott à leurs distances mutuelles, et qu'ils sont com- 
posés d'un très-grand nombre de ces points qui devraient 
eiercer entre eux, de l'un à l'autre corps, des attractions 
suivant la loi ci-dessus. Or nous verrons plus loin que, en 
raison de la presque sphéricité de ces astres, et de leur 
grand éloignenfient, les résultantes de ces attractions élé- 
mentaires produisent le même effet que si les masses de ces 
astres étaient concentrées en leurs centres de gravité res- 
pectifs. Le principe de Nev^ton se trouve donc complète- 
ment d'accord av<îc le phénomène plus complexe en lui- 
même observé par Kepler, et auquel il doit son origine. 
Le Soleil,' se trouvant sollicité par des actions attractives 
provenant des planètes, ne peut rester fixe dans l'espace, 
et c'est en effet ce qui parait résulter de l'observation, 
quoique son mouvement s'effectue en apparence avec une 
très-grande lenteur. Si l'on suppose que l'on imprime à 
tous les corps du système solaire une vitesse et une accélé- 
ration Y égales et contraires à celles du centre du Soleil 
ramené par suite au repos, on voit que pour une planète. 



présentées que par des résaltantes fictives auxquelles on donne le nom de 
pression. 

L'attraction proportionnelle à l'inverse du carré de la distance, due àr la 
^avitation, est très-petite entre les corps de faible masse, tels que nous les 
observons à la surface de la Terre; cependant elle est mise en évidence par 
Tattraction des montagnes sur le fil à plomb, et dans Texpcrietnce de Caven- 
dish pour la détermination de la densité moyenne de la Terre. Mais lorsque 
deux corps en présence offrent chacun, ou seulement l'un d'eux, une 
. masse considérable, cette attraction se traduit, même à de grandes dis- 
tances, par des phénomènes parfaitement caractérisés et qui, de tout temps, 
ont frappé les yeux des observateurs; et c'est à cette cause notamment que 
se rattachent la pesanteur, la forme elliptique des orbes planétaires, etc. 
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cette accélération ¥ vieudra se composer avec celle qui est 
due à Fattraction du Soleil, pour donner Taccélération de 
la planète dans son mouvement relatif autour du Soleil. 
A celte résultante viendront encore se joindre les accéléra- 
tions dues aux attractions des autres parties du système 
solaire. On voit ainsi qu'une planète dans son mouvement 
relatif autour du Soleil suit une loi très-compliquée, et que 
si Kepler a trouvé des ellipses pour les orbites planétaires, 
on ne peut l'attribuer qu'à ce que, en raison de leur peti- 
tesse, l'inQuence des nouvelles forces dont nous venons de 
parler lui a complètement échappé^ il est probable que 
c'est à cette circonstance que l'on doit les lois fondamen- 
tales de l'Astronomie moderne. Mais nous reviendrons plus 
loin sur les effets produits par ces diverses causes pertur- 
batrices, effets que des moyens plus parfaits d'observation 
n'ont pas tardé à faire reconnaître, et dont la loi de la gra- 
vitation rend parfaitement compte. 

Si nous ne considérons qu'une seule planète en présence 
du Soleil, en faisant abstraction de tous les autres corps du 

système solaire, l'accélération du Soleil sera — > dirigée 

IVf -F 

deMvers/w^ cellede la planète —y> dirigée en sens inverse 

de m vers M ; en ramenant M au repos ainsi qu'on l'a dit plus 

f 
hautjl'accélérationdemsera (M-Hm) — ^» et comme d'autre 

part elle est représentée par l'expression (7) ou, d'après 

le n° 2, par -^j il vient 

(II) (M-4-m)/=47r^,=?,*. 

D'après la troisième loi de Kepler, cette quantité devrait 
être indépendante de m\ d'où il suit que cette loi n'est 

qu'approximative et que --> ou le rapport de la masse 
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d'une planète à celle du Soleil , est dans tous les cas une 
irès-petîte fraction. 

On suppose ordinairement pour simplifier l'écriture 
y = I, ce qui revient à prendre pour unité de force Fat- 
traction entre deux masses égales situées à Funité de dis- 
tance et fjL = I , en prenant ainsi pour unité de masse la 
somme M -H m, ou tout simplement la masse du Soleil, en 

négligeant la fraction --- devant l'unité. Toutefois, nous 

laisserons subsister dans nos formules jusqu'à nouvel ordre 
les facteurs fx et f. 

Avant d'avoir démontré la loi de la gravitation, Newton 
l'avait entrevue en partant des considérations suivantes. 
Les planètes décrivant des orbites d'excentricités différentes, 
on peut admettre que les lois de Kepler s'appliquent encore 
au cas d'une orbite circulaire, et cela avec d'autant plus de 
raison que ces excentricités sont généralement très-pe- 
tites (*) . Dans cette hypothèse appelons cp, cj»' les accélérations 
qui retiennent deux planètes dans leurs orbites-, T, T' les 
durées de leurs révolutions autour du Soleil; R, R' les 
rayons de ces orbites : on a, d'après l'expression connue de 
la force centripète. 



(*) Sous le rapport des excentricités des orbites, les planètes peuvent se 
ranger de la manière sulyante : 

lO Deux entre la Terre (c = 0,017) et Uranus (0,047), savoir : Concordia 
(0,040 et Harmonia (0,046). 

2<» Neuf entre Sa /urne (o,o56) et ATar* (0,093). Leurs excentricités sont 
comprises entre celles 0,066 et 0,090 de Nemausa et Vesta, 

3» Quarante-quatre entre Mars et Mercure (o,ao3) dont les excentricités 
ont pour limites 0,0976 {Parthénope) et o,203 {Hébé). 

4® Enfin sei^e qui ont des excentricités supérieures à celle de Mercure et 
comprises entre les limites 0,209 (^^'') et o,338 {Polymnie). Celle qui a la 
plus forte excentricité après Polymnie est Àtalante (0,298). 
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d'où 

1. — ^ TL 

et, d'après la troisième loi de Kepler, 



7 



-' R2 



ce qui est conforme au résultat obtenu en partant du mou- 
vemedt elliptique. 

4. De la pesanteur terrestre. — Si Ton fait abstraction 
de la force centrifuge due à la rotation de la Terre, la pe- 
santeur d'un corps à sa surface n'est autre chose que la 
résultante des attractions exercées par tous les points du 
Sphéroïde terrestre sur chaque point matériel du corps, 
résultante qui ne dépend que de la position et de la masse 
de ce corps, conformément à ce que l'expérience nous 
enseigne. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure 
que l'on s'éloigne du centre de la Terre, et c'est effective- 
ment ce qui résulte des observations du pendule exécutées 
à différentes hauteurs. 

5. Des satellites, — Les satellites d'une planète circu- 
lent autour de cette dernière, toujours en vertu de la gra- 
vitation, et leurs orbites sont elliptiques à quelques inéga- 
lités près dues à leurs attractions mutuelles et à celles du 
Soleil et des autres planètes. 

Le mouvement de la Lune autour de la Terre a permis 
à Newton, à l'aide des considérations suivantes, de vérifier 
la loi de la gravitation. 

Le rayon de l'orbite lunaire qui est très-sensiblement 
circulaire, étant environ égal à 60 fois le rayon moyen de 
la Terre, le centre de la Lune décrit en une minute un arc 
de 61020 mètres dont le sinus verse 4*^,87 représente la 
hauteur dont ce centre s'écarte de la tangente à l'origine de 
Tare d'un mouvement que Ton peut considérer comme 
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uniformément varié. On a donc, en désignant par (f' raccé- 
lération dans ce mouvement, 

4,87 =:ç . — ; 

or, 4)^7 est très-sensiblement égal à la moitié 4)9^44 ^^ la 
pesanteur g^ à la surface de la Terre 5 on a donc 

g ^o^ 

c'est-à-dire que g et ç' varient à très-peu près eh raison 
inverse des carrés des distances au centre de la Terre. 

On arrive également à ce résultat, en rémarquant que, 
d'après le n° 3, on a, 

d'où 

ç' 27r.27rR' 27rX4oo^OOOO I 

F"""lfr7" " 60(39344)».^ ~36^^ 

I 
soit TT-T environ. 
60' 

6, Des masses des planètes, — Soient m' la masse d'un 
satellite de la planète m; 2a' le grand axe de son orbite, 
et T' la durée de sa révolution autour de la planète. La 
formule (11) appliquée à cette planète et à son satellite 
donne 

/(/7i-f-i«')=t4'^'|J!' 

d'où, en divisant par cette même équation, 

et comme les fractions —j — sont généralement très-pe- 
tites, il vient 
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a! T' 
Les rapports — «» —■ étant supposés donnés par l'observa- 
tion, cette formule fera connaître la masse de la planète 
rapportée à celle du Soleil. C'est ainsi que Newton a 

trouvé — ^ pour Jupiter, résultat qui diffère peu de la frac- 
tion — — obtenue par des procédés plus précis. 

La masse de la Terre ne peut pas se déterminer par cette 
méthode^ attendu que l'inverse de son rapport à celle de la 
Lune n'est plus négligeable vis-à-vis l'unité^ mais on peut 
opérer de la manière suivante. Nous verrons plus loin, en 
nous occupant de la forme des planètes, que pour tous les 

points du parallèle dont le sinus de la latitude est i/^> 

l'attraction de la Terre est la même que si elle était 

sphérique. Pour ce parallèle le rayon de la Terre est 

r= 636455i mètres et la pesanteur 9^,79886^ mais pour 

égaler cette dernière à l'attraction terrestre G, il fautTaug- 

2 ï 
menter d'une fraction d'elle-même égale à ^'ic:' repré- 

sentant la composante verticale de la force centrifuge aux 
différents points du même parallèle. On a ainsi 

G = =^ = 9.81645, 

d'où, en vertu de l'équation (11), 

mais on a, en secondes, 

T = 86400 X (365J, 256374), 
et la parallaxe du Soleil correspondant au parallèle ci-des- 



sus est 



- = tang 8",6o, d'oCl a = 29984 r. 
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par suite, 

— = 354593. 

Le diamètre du Soleil étant égal à 1 1 2 fois celui de la 
Terre, on déduit de cette relation que sa densité moyenne 
est à peu près le quart de celle de la Terre. 

En appelant R le rayon du Soleil, on obtient pour la 
gravité à sa surface 

OU, à cause de R =: i lar, G = -^r» 

G =7 r. — 29,5G. 

(112)'. m ^' 

La correction que l'on devait faire subir à cette valeur 
pour tenir compte de la force centrifuge due au mouve- 
ment de rotation du Soleil autour de son axe peut être 
n^ligée^ car le Soleil exécutant une révolution en 25 J, 5, 

la force centrifuge à son équateur n'est guère que ^ de 

la force pareille à l'équateur de la Terre. 

Pour déterminer la masse de la Lune, on part du prin- 
cipe suivant dont nous démontrerons l'exactitude dans 
l'un des chapitres suivants : pour un point de la mer 
dont le rayon vecteur, émanant du centre de la Terre, fait 
le même angle avec les rayons vecteurs de la Lune et du 
Soleil, les actions de ces deux astres qui produisent les 
oscillations de la mer sont entre elles comme leurs masses 
divisées par le cube de leurs distances au centre de la Terre, 
et ces oscillations sont, toutes choses égales d'ailleurs^ pro- 
portionnelles aux forces qui les produisent. Si donc on 
appelle m', M les masses de la Lune et du Soleil; a'^ a 
les distances respectives de leurs centres à celui de la 
Terre; oi> le rapport de la marée lunaire à la marée solaire 
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pour les positions semblables des deux astres, on aura 
m' M 

d'où, en désignant par m la masse de la Terre, 

m a^ m 

La moyenne d'un grand nombre d'observations exécutées 
dans le port de Brest a donné 

» = 2,3533 n, 

et comme on a à très-peu près 

a = 4ooa' et — = 355ooo, 
m 

il viept 

^ — ±. 

m 75 

Les masses des planètes qui n'ont pas de satellites ne 
peuvent être déterminées que par les perturbations que leurs 
actions mutuelles introduisent dans leur mouvement autour 
du Soleil, et dont nous nous occuperons plus loin. Le même 
procédé peut également s'appliquer aux planètes qui ont 

des satellites, et c'est ainsi que Ton a trouvé — =— pour la 

masse de Jupiter. 

Les rapports des masses dejî satellites d'une même pla* 
ne te à celle de cette planète peuvent également se calculer 
au moyen deç perturbations que leurs actions mutuelles 
apportent dans leur mouvement autour de la planète, et 
l'on en déduit leur rapport à la masse du Soleil, puisque 
l'on connaît la masse de la planète rapportée à cette der- 
nière. En appliquant cette méthode au système de la Terre 

(*) Méctiniifue céleste, t. V, p. 206. 
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et de la Lune, on trouve 34936 et ^j au lîeu des valeurs 
ci-dessus — • — 5 qui n'en diffèrent d'ailleurs que très-peu. 

7. Des comètes, — On reconnaît que les lois de Kepler 
se vérifient dans la partie des orbites corné taires que l'on 
peut observer; mais, comme les grands axes de ces orbites 
et les durées des révolutions sont généralement inconnus, 
on calcule les mouvements des comètes dans le voisinage du 
périhélie comme si leurs orbites étaient paraboliques. En 
désignant par D la distance du foyer au sommet de la para- 
bole, le paramètre sera \D^ tandis que, dans l'ellipse, il 
est exprimé par *ia (i — e'). La formule (6) devient par 

suite 

k^ I 
2D r^ 

Les comètes, à cause de la petitesse de leur masse, ne 
produisent aucun effet appréciable sur les planètes; mais 
leurs mouvements sont troublés par les attractions plané- 
taires qui influent notablement sur les époques de réappa- 
rition de chaque comète, c'est-à-dire sur l'intervalle de 
temps compris entre deux de ses passages consécutifs au 
périhélie. 

En posant 

k^ a 

p=— , OU ç = -, 

l'équation (a) devient 

D'autre part, si nous comptons l'angle i^ à partir du pé- 
rihélie, ce qui revient à supposer Oi) = o, on a pour repré- 
senter la parabole 

(,2) r=: -^ = D (i -h tang' îj. 

ces' - ^ ^ 

2 
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PortaDl cette valeur dans Téquatioa précédente, inté- 
grant et prenant pour origine du temps l'instant du pas- 
sage au périhélie, on trouve 

Les équations (12) et (i3) sont celles dont on se sert dans 
la théorie des comètes; mais, comme presque toujours Tin- 
connue de la question est u et qu'elle dépend d'une équation 
du troisième degré, on a construit, pour éviter la résolution 
de cette équation, des tables donnant les valeurs de t cor- 
respondant à celles de (^ dans Thypothèse de D = 1 : ces 
tables permettent de trouver l'angle v^ décrit au bout du 
temps t dans une parabole quelconque, en y cherchant la 

valeur de p» qui correspond au temps f .D '. 

8. Relation entre le temps qui sépare deux obser^ 
vations d'une comète et d'autres quantités connues. — 
Soient r', t\ {f les valeurs de r, f, v qui se rapportent à une 
seconde observation, c la corde de Tare parcouru*, l'équa- 
tion (i3) donne 

d'où, en retranchant cette même équation, 

r — t -=: — r^ (tangp — tangt^) 



X 1 + tangM tangp' -f- - (tangi»' — tang^)* • 



Posant 



1 "f- 7 (tangi^ -H tang/)» = ïj^ 
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il vient 

D'i/2 r I n 

t'r-'t^ — -L- (tangp' — tangf») >ï'h (tangp'— -tangp)' j 

= — p- h •+- - ( tang p' -- tang «») 

— iî (tangp' — tangp) i- 

En projetant la distance de deux positions considérées 
de la comète sur l'axe de la parabole et sur une perpendi- 
culaire à sa direction et faisant la somme des carrés, on 
trouve 

c' = (r' cosf'' — rcosp)' 4- (/ sine/ — rsinp)% 

et en remplaçant r, r' par leurs valeurs déduites de l'équa- 
tion (12), 

c* = 4D' (tang{^ — tangp)* i 4-y (tang/ + tangp)* U 

= 40' (tangp' — langp)^ïî% 

d'où 

c = 2D (tangp' — tangp) m. 

D'autre part, on a 

/•4-r'=2DU + 7 (tangp' — tangp)' l -, 
par suite 

>H-r'-l-^=:2D>i-f- -(tangp' — tangf') j ^ 

r + r'— c=2Dïî (tangf' — tangp) • 

Il vient donc enfin 

(i4) *'_r=^[(r+r'H-c)'=p(r+r'-c)']. 

On voit, en se reportant à l'équation (a), que l'on doit 
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prendre le signe — ou le signe -H y selon que 

ri (tangp'— tangi')> ou<o; 

or, comme cette quantité est de même signe que 

1 / / X, COS7 (P' P) 

„î _ - (lang p' — tangp)» = i^ -/, 

cos- ces — 

qui sera positive ou négative lorsque i^ — 1^ <[7r ou ^ tt, il 
ne peut y avoir aucune ambiguïté sur le choix des signes 
dans l'application de la formule (i4)- 

Cette formule, dans laquelle n'entre pas l'excentricité 
de l'orbite, constitue ce que l'on appelle le théorème de 
Lambert, quoique Euler l'ait établie le premier dans le sep- 
tième volume des Miscellanea Berolinensia, Nous verrons 
plus loin comment on peut trouver ses équivalentes pour 
l'ellipse et l'hyperbole. 

9. Du mouvement relatif de deux points qui s* attirent 
mutuellement autour de leur centre de grai^ité, — Conce- 
vons que l'on imprime aux deux points matériels m, m', 
qui s'attirent suivant la loi de la gravitation, une vitesse, et 
contraire à la vitesse constante en grandeur et en direction 
du centre de gravité G de ces deux points. Ce centre étant 
ramené au repos, les masses mobiles m, m\ dès lors mo- 
biles sur la droite mGm\ qui pivote elle-même autour du 
point G, décrivent des courbes semblables inversement 
situées, puisque entre leurs distances respectives x, a/ à ce 
centre, on a 

mx = m'a' et ( /w -h iw') x = /w V, 

r étant la distance des deux masses. 

Le mouvement de m est donc uniquement dû à la vitesse 
relative initiale par rapport à G et à l'accélération 
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dirigée vers ce centre, et qui varie en raison inverse du 
carré de la distance r à ce point. D'où il suit que, dans 
leur mouifement relatif par rapport à leur centre de gra- 
vité, les deux masses m, m' décrivent, dans un même plan 
et autour de ce point comme fojer commun et centre de 
similitude, deux sections coniques semblables, mais inver- 
sement situées. Ce cas est notamment celui des étoiles 
doubles, lorsque les forces d'attraction auxquelles elles sont 
soumises de la part des autres astres sont négligeables par 
rapport à leurs actions mutuelles. 

10. Problème de Kepler. — On désigne sous ce nom la 
détermination des coordonnées polaires d'une planète en 
fonction du temps. 

Supposant que Tangle v soit compté à partir du grand 
axe de Tellipse ou que la longitude du périhélie est nulle, 
l'équation de l'orbite deviendra 

r= ; > 

i-f-ecosp 

et si Ton observe que v est compris entre a (i -H e), a (i — c), 
on pourra poser 

(i5) r=fl(i — ^costt). 

L'angle u, qui passe en même temps que l'anomalie vraie v 
parles valeurs o, tt, 27r, a reçu le nom. à^ anomalie excen^ 
trique de la planète. 

De ces deux équations on déduit 

(e — costt) 

COSf' = — ^ -y 

I — ecosu 



e u 

tang-. 



(16) J d'où 



\-<-s/^ 



Désignant par T la durée de la révolution de la planète et 

2> 
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posant 



27r 



n sera la moyenne vitesse angulaire et nt le mouvement 
moyen ou Vanomalie moyenne de la planète, et si l'on 
prend le jour moyen pour unité de temps, on a relative- 
ment à la Terre 

T = 36»,!;i56374, d'où /z = o«59'8% 

en remplaçant 2 7r par 36o degrés. Cette valeur de T est la 
durée de Tannée sidérale ou Tintervalle de temps qui s'é- 
coule entre deux retours consécutifs du Soleil à une même 
étoile dans son mouvement apparent autour de la Terre. 
L'équation (2) donne, eu égard à la relation (i), 



et en y remplaçant r et (^ par leurs valeurs déduites des 
équations (i5) et (16), 

ndt= (1 — ecosu)dUf 

d'où, en prenant pour origine du temps un des passages au 
périhélie, 

(17) nt=^u — esïnu (*), 

Nous remarquerons que, d'après la formule (7) du n*^ 1, 
on a 

d'où 

H. Cas ou on peut négliger les puissances de e supé- 
rieures à la première. — L'équation (17) donne dans cette 



, (*) On trouvera, dans mou Traité de Cinématique pure, p. 32, Tinterpréla- 
tion géométrique de Tanomalie excentrique et une démonstration géomé- 
trique de la formule (17). 
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hypothèse, qui est admissible pour la plupart des planètes, 
(i8) a= ne-{-esin(ne-hesmu) =ni -h esinnty 

et Féquation (i5) devient par suite 

(19) r=a(i — ecosni). 

Posant t^= 72^4- (î, $ étant du même ordre que e, la 
première équation (i6) donne, en continuant la même ap- 
proximation, 

d'où 

(20) tf=nt-h2esinnt. 

Si nous considérons un astre fictif animé de la vitesse an- 
gulaire constante n et partant du périhélie en même temps 
que la planète, il passera en même temps qu'elle à Taphélie, 
puisque pour ce point sinn^= o, et reviendra au même 
instant au périhélie, et ainsi de suite indéfiniment. Dans 
la première moitié de la trajectoire le rayon vecteur de l'as- 
tre fictif sera en avant de celui de la planète, et il sera en 
arrière dans la seconde moitié. La quantité aesinnt, qui 
mesure l'écart des deux rayons, est ce que l'on appelle l'é- 
quation du centre. 

On corrige de cette manière par la considération de 
l'astre fictif l'inégalité du mouvement apparent du Soleil 
autour de la Terre dans l'écliptique. Pour corriger celle qui 
résulte de l'inclinaison de l'écliptique sur l'équateur, il suf- 
fit de concevoir un second astre fictif circulant dans le plan 
de l'équateur, passant par l'équinoxe en même temps que 
le précédent, et animé d'un mouvement angulaire uniforme; 
il déterminera ce que l'on appelle le temps moyen^ qui 
coïncide quatre fois dans l'année avec le temps vrai^ indi- 
qué par le mouvement réel du Soleil. 

12. Dé\feîoppement des coordonnés polaires d'une or- 
bite elliptique en fonction du temps, — De l'équation (17) 

tt = /i^-H esinw, 
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on déduit au moyen de la formule de Lagrange (^j^en po- 
sant X = /If, 

é^ dsxTL^x d^ fi?*"-' sin^o: 

.1.2 dx i.2.3.../?i flte" • 

or on a 

2 sin^«= — cos2a; -f- i, 
2'sin» Jc = — sin 3 â? + 3 sin or, 
2*sin*a:= cos4^ — ^q:q^iX'\-Z^ 
2*sin*a:= sinS^r — 5sin 3a7+ losinor, 
2*sin*j?= — cos6:r -f- 6cos4«^ — i5cos2j:-H 10, 

Faisant les substitutions dans Téquation précédente, effec- 
tuant les diiférenti a tions, puis remplaçant j? par fif, on trouve 
pour Tanomalie excentrique développée, par rapport au 
temps, 

^ . <?* 

tt=/ir+^sm/zrH — sin2/7f + — (3sin3/ïr — sin/ir)* 

2 <3 

H -\i^\XL\nt — sm2/?r) 

2'a d 

-t--j^(5'sin5»^ — 3'sin3«r-4-2sinrtr) 

2*0 

(3'sîn6/i^ — 2*sîn4/2^ + 5sin2/i/). . .. 



2^3.5 



(* ) Si Ton a en général 

cette fonnule consiste dans les développements 
m = oo 



2 c"» 



m=:0 



(î) F(B)= 2 TTT 



m = oo 

<f»->[F(a:)/(a:y"] 



3... m dar"»-» 



m représentant un nombre entier prenant tontes les valeurs possibles de- 
puis zéro jusqu'à rinfini. Y oyez pour la démonstration de ces formules une 
Note placée à la fin du volume. 
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L'équation (i5) 



r 

- =1 — ecosu 

a 

donne (*) 

r . . . ^ dûv?x 

- = I — dcosj; + d'sin'a: H ; — 

a 1 dx 

"^O Éte» "^2.3.4 da^ "^2.3.4.5 dx' "*" 

mais on a 

. . — cosaar-f-i 

sin'â? = » 

2 

i/sin'x — 3cos3x+ 3cosâ: 

dx 2} 

rf^sînV 



= — 2COs4<^ +2 00520;, 



dx' 
d^ûiï*x — 5'cos5a: + 5.3'cos3a: — 5.2C0sar 



d'Unix 




— 3*cos6j; 


4-6. 


2* 


•3.5 


C0S2X 


dx^ 


• • 






2 

1 • • • < 






î 



et en remplaçant x par nt^ on a pour le développement 
du rayon vecteur : 

\r e^ é^ 

I - = I — ^cos iif — — (cos2/zf — I ) 5 (3 cos 3iir — 3cosnt) 

— 5-(C0S4«^ — C0S2/îr) 



-7-:; (S^cos/ï^ — 5.3*cos3/ir +5.2cos/ir) 

-j-^ (3* cos6/ir — 2*cos4 «' -f- 5cos2 /zr) . . . . 
2 «o 



2' 

Pour obtenir le développement de Tanomalie vraie, nous 
remarquerons que la seconde équation (16) peut se mettre 

C^ ) En supposant F(u)ssi~cosu dans Téquation ( 3 ) de la note pré- 
cédente. 
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sous la forme 



E désignant la base du système de logarithmes népériens. 

En posant 

p. 




et, en prenant les logarithmes dans le système népérien, 

^^^1 log(i->E~«^")--k)g(i — XE"»^) 

La quantité ^ étant plus petite que Funité, les logarithmes 
peuvent se développer suivant ses puissances ascendantes, 
et en remplaçant les exponentielles imaginaires par des 
sinus et cosinus, on trouve 

X sina + - sin2« -4- - sin3a -1- ^ sin*« 4-. . . j • 

Des équations (17) et (21) on tire 

U ^~ fit 6 6^ 

sintf = ^ — = sin/i/H — sin2«/4--- (3sin3/2r — sin/?/], 

e 22* 

et la formule de Lagrange donne 

sin2«=:sîn2«/-i-^(sin3/i^ — ûnnt) -f- é^{ûvk^nt — sin2/?/) 

H — r-^ [ismnt — 27sin3/i/-f- 25sin5/îOH-. ••» 
2^3 ^ ' 

sin3a = sin3/7f+ - (3sin4'î^ — 3sin/i/) 

-h -5- (i5sin5/ir — i8sin3/î^ -H Zûnnt) 



(9sin6/zr — I2sîn4 4- Zsmint) 
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D ae reste plus maintenant qu'à développer les puis- 
sances de X suivant celles de e. Posons à cet effet 

I + v/i — e'= L, 
d*où 

En développant Ir^ suivant les puissances de e' par la 
formule de Lagrange (*), on trouve 

d'où 



et enfin 



5 c^ 

p ■+■ nt -{- 2 esinrig'^ y e^sin 2 nH — r^(i3sin/2r — Ssin/zr) 
i 4 ^ '^^ 



(aS) / H — i — (io3sin4'2^ — ^^sin nt) 



e 



■^-s (iog7 sin 5/2r — 645 sin 3/?r)4- Sosin wr-f- ... 

pour le développement cherché. 

Si on prend, au lieu du périhélie, pour origine de la 
longitude une position quelconque de la planète, il faudra 
remplacer dans la formule (23) i^ par i^ — co, en continuant 
à désigner par ci) la longitude du périhélie ] et si de plus on 
prend pour origine du temps un instant quelconque après 
le passage au périhélie, correspondant à la longitude 



(*) n suffit de remplacer, dans Téquation (a) de la note du n^ 12, 
u par L, * par a, e par c*, F(a) par L"''. 
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moyeDoe e, l'aDgle nt devra être augmenté de la constante 
s — 6> = /?/; 

e est ce que l'on nomme la longitude de Vépoque, et / re- 
présente le temps moyen employé par la planète pour aller 
du périhélie à Forigine du temps. Les formules (17), (22), 
(23) deviennent alors 

(17') n[t-\-l) = tt — tfsinu, 

r é* 
(22') - = I — ccos/î(^-f-/) [cos2/i(r-h/) — 1]..., 

5 
(23') v:=.nt-\-%'\-ie%\\in[t'\-l)'\-'jé^ûvL7,n{t-\-ï) -f- .... 

13. Expression indépendante de V excentricité du 
temps qui sépare deux positions d'une planète, — Appe- 
lons pour la seconde position r', u\ u'^ t' les quantités ana- 
logues à r, II, (^, t, qui se rapportent à la première, c la lon- 
gueur de la corde qui joint les deux positions, et posons 

II' — u ^ u'-\-u ^ 

De l'équation (17) on tire 
(a) T = -(p — «cosPiSinp), 

et de Téquation (i5) 

(6) r-h'"' = 2a(i — ^cospicosp). 

D'un autre côté on a 

c^:=zr^'^ r'* — 2rr' cos (p' — p) 

et, en vertu de la première formule (16), eu égard à l'équa- 
tion (i5), 

cos a — e . aJi—^s\nu 
cosi' = a j sinp = — » 
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par suite, 

c^ = a^(i — e cos w)' -h a^ (i — e cos a')* 

— 2fl* (tf — cos u) (e — cos «') — 2 a' (i — 6?') sin a sin a', 
= 2a* (i — <?*) (i — sin u sin a') ■+- à* e* (cos* a ■+- cos* a') 

— 2a*costf costt', 

= 2a* (i — e*) (i — sin u sin a' — cos u cos a') 

-H û* e* (cos a — cos u' )*, 
= 2fl* (i — c») (2 — 2COS* p) 4- a* <?» ( 2 sin p sin p, )*, 

et enfin 

(c) c* = 4/1* sin* p (i — c* cos* p,). 

Les équations (a) et (c) donnent, par Télimination de j3j 
à l'aide de l'équation [b) , 

2/. r-f-r' — 2/1 ^\ 

c = 4«» tang' p j cos' p - r^f^=i^±lin' 

Posant maintenant 

2fl — c — (r-H r') 2a -h c — (r-J-r') 

Z = — 9 «iH i 'f 

2a 2a 

nous aurons 

(z,-»)*= J = 4tang*p[oos«p^i(«. + z)*j, 

d'où 

COS2p=rzz,4-y^(l — z*)(i — zj) 

et 

2 p = arc COS z -^ arc cos Zi^ 

sin (arc cos z ) — sin( arc cos z, ) 
langp = — i^ hlT^ —'' 

il vient donc pour la relation cherchée 

{d) T=-[arccosz — arccoszi — sin (arc cos z}+ sin (arc cos Z|)]. 
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Dans le cas d'une orbite hyperbolique, z, z^ étant plus 
grands que runîté, la formule (J) se trouve compliquée 
dHmaginaires que l'on fera disparaître en remplaçant 
arc cos z et arc cos Zi par leurs expressions logarith- 
miques 

arc cos z =: log {z -+- ^ z' — i ), 

arccosz, = -p=Iog(zi-l-v/«î — i), 
et a par — ^i, ce qui donne 

j ±iog(3. + v^;f:r7)]. 

On n'affecte d'un double signe que les termes en Zj, 
dans l'hypothèse <c]>z,, puisque r doit être positif. Les 
signes supérieurs correspondent à u^ — ^^ <^ tt, et les signes 
inférieurs à f^' — i^ ]> tt ; car, pour i^' — (^ = o, t doit être 
nul et J3 = ^1, et l'on doit par suite prendre les signes su- 
périeurs, et comme r est une fonction continue de f^' — i^, 
les termes en z^ ne peuvent changer de signes qu'autant 
qu'ils s^annulent, ce qui a lieu pour ^^' — v=t:^ et quand 
v^ — {f vient à surpasser tt, les signes doivent changer pour 
que T continue à croître. 

La formule [d) qui donne le temps, indépendamment de 
l'excentricité dans le mouvement cllipticjue, doit encore 
s'appliquer quand l'ellipse, s' aplatissant indéûniment, se 
change en une ligue droite ; elle donne alors le temps qu'un 
corps en mouvement sur le grand axe mettrait à s'avancer 
vers le foyer placé vers l'autre extrémité. Ainsi on peut dire 
qu'une planète décrira un arc de son orbite dont la corde 
est c et dont les extrémités sont à des distances du Soleil 

égales à /•, / dans le même temps qu'il mettrait à arriver 

. r -4- r' -I- c 
directement vers le Soleil de la distance à la dis- 
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tance > si elle était partie sans vitesse initiale 

d'une distance égale au grand axe de son orbite. 

De ce qui précède on déduira sans peine, en suppo- 
sant a = 00 , le théorème d'Euler démontré au n° 8. 

§ II. — Détermination des constantes arbitraires qui 

ENTRENT DANS LES FORMULES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 

14. Proposons-nous de déterminer complètement l'or- 
bite d'une planète, connaissant Tune de ses positions et la 
vitesse correspondante en grandeur et en direction. 

La formule (lo) du n° 2 ne renferme comme. inconnue 
que le demi grand axe a de l'ellipse et que l'on pourra 
ainsi déterminer. 

Soient x^j^ z les coordonnées du mobile m par rapport 
à trois axes rectangulaires passant par le centre d'attraction 
M supposé fixe. En posant 

dy dx dx dz . dz dr „ 

dt -^ dt * dt dt ' -^ dt dt ' 

c, c', d'^ d'après le principe des aires, seront pendant toute 
la durée du mouvement des constantes représentant le 
double de Taire A décrite pendant l'unité de temps, en pro- 
jection sur les trois plans coordonnés a:Mj, a:Mz, jMz, et 
elles se trouveront déterminées par les données de la ques- 
tion. On obtiendra ainsi la valeur de A = y/c^ -f- c'^ -f- c''» 
et la première formule (9) du n^ 2 permettra par suite de 
calculer l'excentricité. 

Si l'on prend pour origine du temps l'instant de l'obser- 
vation, la formule (17') du n° 12 donne 

ou, d'après le dP 10, 

a 

r -i- / == — : ('w — tf sin w). 

Vf* ■ 
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En appelant i/o la valeur de u pour f = o, on a 

nl= Uo — esïauoj 
et comme 

r= fl(i — csin tto)> 

on a deux équations pour déterminer / et Uq* 

Supposons que Ton compte l'angle i^ à partir de Tinter* 

section du plan de Forbite avec le plan fixe ou ligne des 

nœuds, et soient cp Pangle compris sous ces deux plans, a 

la longitude, comptée dans le plan fixe, de la ligne des 

nœuds 5 v la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan 

fixe 5 f^o? ^0 ^®* valeurs de 1^, v correspondant à l'origine du 

temps. 

Une application très-simple de la Trigonométrie sphé- 

rique donne 

— sin^cosa, sin^siùa, 

pour les cosinus des angles déterminés par le plan de Tor- 
bite avec les plans xMz ^yMz , et il vient par suite 

c=kcoSfff c'= — ^sia^cosa, c''=:^sinf sÎDa^ 

d'où Ton déduira les inconnues a et 9. 

D'autre part, on a, par la considération d'un triangle 
sphérique, 

tang(uo — a) 
C0S9 
et comme 

r 
tangu«= -> 

on pourra déterminer f^o- 

Enfin on calculera la longitude du péribélie oi au moyen 
de l'équation (5) du n° 2 qui donne 

I I-h-CCOS(Co — «) 

et les six éléments a, e, a, 9, /, w de l'orbite elliptique 
seront entièrement connus. 
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15. Méthode de Gauss. — Généralement on déter- 
mine les éléments de l'orbite d'une planète, en l'observant 
dans deux de ses positions séparées par un intervalle de 
temps déterminé. Cette recherche, qui, envisagée à un 
point de vue général, présente de grandes difficultés de 
calcul, se simplifie notablement lorsque l'on suppose que. 
les deux observations sont très-rapprochées l'une de l'autre •, 
et l'on emploie alors une méthode donnée par.Gauss dans 
l'ouvrage intitulé Theoria motus corporum cœlestium et 
que nous allons reproduire. 

Soient : 

r, r', r" les rayons vecteurs émanant du centre du Soleil 
correspondant à trois positions d'une planète; 

i^ <; i^ <; i^Mes anomalies vraies relatives à ces positions 
comptées à partir du périhélie; 

np le paramètre de l'ellipse ; 

e son excentricité. 

L'équation polaire de l'ellipse donne 

p 

i.= ecosp, 

p r 

^ — ï = <?COSP , 

r 

■^, — I =ccosp"; 

si l'on ajoute ces trois égalités multipliées respectivement 

par 

sin (p" — /), sin ( c — q" ), sin (/ — p), 

on reconnaîtra, en remplaçant les produits des lignes trigo- 
nométriques par des sommes , que le second membre du 
résultat s'annule, et l'on obtient, après une réduction de 
la somme de trois sinus en un produit, 

P r'r"sin(p"— p') -H rr''sin(p — p") -f-rr' sin (p' — p)* 
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On s'assurera facilement que le dénominateur de cette 
expression changé de signe, représente l'aire du triangle 
formé par les cordes qui joignent les trois positions consi- 
dérées de la planète. 

Cela posé, admettons que Ton détermine par Tobserra* 
tion deux positions de la planète, ou les rayons r, r"^ l'angle 
v" — if^ le temps t qui sépare les deux observations, et que 
/ représente le rayon vecteur qui divise en deux parties 
égales l'angle formé par r, r"'^ on a 



2 

et la formule précédente se réduit à 

l ^""/^(r+r'^j — 2r/-"cosj(i/^— !>) 
(0 I 4r^sin^|(/^— p) 

( '^(^-^^j-^cosiK-.)' 

équation qui renferme les inconnues r' elp. 

La formule de Simpson appliquée à Fintégrale - 1 r^dv 

donne pour l'aire du segment elliptique limité par les 
rayons r, r"^ la valeur approchée 

en supposant que l'angle / — i^ soît assez petit pour qu'on 
puisse approximativement se contenter de le diviser en 
deux parties égales. Or, d'après la formule (9) du n** 2, en 
remarquant que p = a (i — e*), l'aire décrite par le rayon 
vecteur dans l'unité de temps est égale à v^ 5 il vient donc 

En remplaçant dans cette formule r par sa valeur tirée 
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.de la relation (i), on aura une équation qui fera con- 
naître p^ par suite les autres éléments de Forbite. Mais 
comme cette équation est du cinquième degré en \Jpy pour 
en éviter la résolution dans chaque cas particulier, on pro- 
cède par approximation, en vue d'arriver à des formules 
d'une application facile. 
Posons à cet effet 

V^ = ?, - = tang(45<'+l); 
on aura 

... , ' + T 



I I -h tang(45®-hX) icosk 



(4) 



= rr''[cot(45«»+^)H-lang(45«» + ^)l = 



C0S2X 
D'autre part, l'équation (i) résolue par rapporta r' donne 

(5) r'^ cos'|K^p)(rr^cos2XH 

2sin^|(/' — v) v^rr" C0S2X1 



cosX 



[ 2Sin^|(/^-—p) Vr/^C0S2n 
y'cosX J 



et l'équation (2), en y substituant cettç valeur de /•', 



I (p'^_p), 



3 ^fAf.C0S2X 

(6) {_^2 (p^^o)cos»l(p^ — p)rr''cos»2X 

3 >- , ,, r 2sin»M(^''— p)v//t"cosxV 

On obtiendra une première valeur approchée ^0 de 

^=yp9 si les deux observations sont sufiSsamment voi- 

3 
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sines l'une de l'autre, en supposant r'' = dans l'é- 
quation (2)9 ce qui donne, eu égard à la relation (4)9 



tSJ\kCO%l\ 



Si Ton fait ç = y^^-h a:, x étant une quantité supposée 
assez petite pour que l'on puisse en négliger les puissances 
supérieures à la première, l'équation (6) permettra de 
calculer x et par suite une seconde valeur approchée de q. 
Mais nous n'entrerons pas dans ces détails de calcul, qui ne 
présentent aucune difficulté, et nous nous bornerons à 
donner le résultat auquel on arrive et qui se trouve com- 
pris dans la formule 

3v/f*/cos2^ H-5p 

dans laquelle on suppose 

Q__ tzsin^Kp'^ — p).\/rr^^cosaX ^ 



L Ju/COS2X J 



2 C0S*2X C0S*7(p" — ^) 



' (l — 3p)cos2X 

et la valeur de p obtenue de cette manière sera d'autant 
plus exacte que les observations seront plus rapprochées. 
Gauss a donné dans l'ouvrage précité une autre méthode 
de calcul que nous ne reproduirons pas, et pour laquelle 
nous renverrons soit à cet ouvrage, soit à \ Astronomie de 
Del ambre. 

16. On peut également déterminer les éléments de l'or- 
bite d'une planète en se donnant les rayons vecteurs corres- 
pondant à trois positions de la planète, et les temps em- 
ployés à parcourir les arcs qu'ils déterminent. On est alors 
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conduit à des équations dont quelques-unes ne sont pas 
résolubles algébriquement*, mais cet inconvénient disparaît 
lorsque les observations sont assez rapprochées pour que 
l'on puisse développer les coordonnées des positions corres- 
pondantes en séries ordonnées suivant les puissances as- 
cendantes des intervalles de temps écoulés, et c'est main- 
tenant ce qui va nous occuper, 

il, Déueloppements en série des coordonnées d^une 
planète, — Soient : 

Xo, j^o» ^0? les coordonnées d'une planète dans une 
position déterminée, par rapport à trois axes de di- 
rection fixe passant par le centre du Soleil ; 

x^ j^ Zj les coordonnées de la planète dans une posi- 
tion quelconque; 

tj le temps qui sépare ces deux positions, considéré 
comme posilif ou négatif, selon que la seconde po- 
sition est postérieure ou antérieure à la seconde; 

^« =(§).'••?'•= (S)o' '''= (^Oo' '" '^'^^- 
santés de la vitesse à l'origine du temps I, paral- 
lèles aux trois axes coordonnés. 

On a, en supposant t suffisamment petit, 

, ldx\ [d^x\ Û (d^x\ t' 

L'accélération du mobile étant ^ et dirigée vers le centre 
d'attraction, il vient 

, , d^.r a X 



et si l'on pose 



dr dx dr dz 
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on déduit de cette équation par la différentiation 



d*x 3s i dx 

Vi 

d* 



dfi r* ^ r* * rf/ ' 



r/*a: /3 ds 3.5 i\ 2.3.5 dx 

dt* \r» dt r' ^J r* dt 

On obtiendra ainsi, en supposant f = o dans ces formules, 
les valeurs des coefficients des puissances de t supérieures 
à la première du développement ci-dessus de x, en fonc- 
tion de 

et en posant 

• t». t^ 3itSo ^ 

r; 1.2 r; 1.2.3 

rj 1.2 3 r\ 1.2.3.4 

on trouve 

1 et de même 

\ z=ZoT-+-2.U. 

18. Si nous supposons que l'on connaisse deux positions 
de la planète ou Xo, jto^ Zo, x, y, z, et le temps écoulé t 
supposé assez petit pour que Ion puisse en négliger les puis- 
sances supérieures à la troisième, les équations (9) sont li- 
néaires en y^, j\y z\^ que l'on pourra ainsi calculer, et 
l'on sera ramené pour la détermination des éléments de 
Torbite au cas étudié au n^ 14. 
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On remarquera que Ton a 

ou, en vertu des trois équations déduites de la formule (a), 
en représentant, pour abréger, par Wo la vitesse corres- 
pondant à la première observation, 

quantité qui se trouvera ainsi déterminée. 

On peut calculer immédiatement a et e au moyen de 5o, 

s\'^ en effet, en éliminant^ entre les équations (2) et (3) 

du n° 1 , remplaçant cp par - et Jt, h par leurs valeurs 
du n^ 2, on obtient 

2r = û(i — é^). 

a IL ^ ' 

t 

dr 
d'où, en différentiant, eu égard à la valeur r — de 5, 



et enfin 

(,o) 



dt 
I I i ds 



r a IL dt' 









On voit aussi que les quantités 5o et 5'^, qui entrent dans T 
et U, ne dépendent que de la forme de Forbite et non de sa 
position. 

19. Admettons maintenant que Ton connaisse trois 
rayons vecteurs r©, r^, Tf , et les temps t, «' employés à par- 
courir les intervalles qui séparent les deux derniers du pre- 
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mier-, les équations (g) donnent, en faisant la somme de 
leurs carrés, 

rf=r;P^-2^aTU-|-(x';H-^-^;-f-z';)IP; 
mais des équations (lo) des n^ 2 et 18 on tire 

^o-^j#-r^d — ~ Z: ~~ TT ^ •^ 

il vient donc 

On a de même, en désignant par TT, U' ce que deviennent 
T et U en y remplaçant t par «', 

et en s'arrêtant aux termes du quatrième ordre en f, «', on 
aura deux équations qui permettront de déterminer Sq, s\, 
par suite a, et e, et enfin les autres éléments de Torbite. 

§ in. — DÉTERIflNATION DES ÉLÉMENTS d'uHE ORBITE 
COMÉTAIRE. 

20. Le problème de la détermination des éléments d'une 
orbite cométaire au moyen de trois observations, sur lequel 
Newton s'est exercé le premier, et dont il n'a laissé que des 
solutions imparfaites, a occupé depuis plusieurs grands 
géomètres : Euler, Lambert, Olbers, Lagrange, Laplace, 
Legendre, qui ont proposé des formules approximatives 
d'une application plus ou moins facile. 

La méthode qui se prête le mieux au calcul est celle d'Ol- 
bers, telle qu'elle a été perfectionné par Gauss, à l'occasion 
de la seconde comète de i8i3, et c'est la seule que nous ex- 
poserons. 
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Soient (Jig. i) : 

T, le centre de la Terre; 
N, le nœud descendant de Téclip tique ; 
S, C, deux positions contemporaines du Soleil et de la 
comète \ 

R = ST, = ]NTS, la distance du Soleil à laTerre et la 

longitude du Soleil 5 
p = TI, la distance de la comète à laTerre en projection 

sur l'écliplique ; 

a = NTP, /3 = CTP, la longitude et la latitude de la 

comète ; 
r = se, la distance de la comète au Soleil. 

On a 



:CS==VClVsi'= v/p'tang^p -+- K^-f- p^— 2llpcos (a — Ô) 



V cos*f 



2Rf>cos(a — 0)+R». 



En affectant des indices o, i, 2 les lettres qui se rap- 
portent à la première, la seconde et la troisième observa- 
tion, et posant 

fjj = Mpo, cos(ao — ôo)cosPo=cosxpo> cos(a, — 02)cosp2=cosxps, 
il vient 

''' ^ V ^^ "" 2RapoCOS (oo ~ 0o) + K; 



r, = i/^- — 2R,Mp.cos(a,— 0,)-H RJ 

Concevons que Ton rapporte la comète à trois axes rec- 
tangulaires Sa:,Sj^| S 2; passant par le centre du Soleil, l'un 
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Tëquation (2) devient 



(3) c=y^a»-f-^»sin»ç, 

et les équations (i) 

(4) „ . 



Vvs'=°'PV ' 



Nous allons maintenant cherclier à calculer approxima- 
livement la valeur de M. 

Les formules (9) du n*' 17 donnent, en conservant les 
notations du n^ 19, 

d'où Ton tire, par Félimination de x'^, 

(P) U"aro — U'X| + Ux3=:o, 

en posant 

U"=TU'— UT', 

et Ton aura deux équations pareilles entre les coordonnées 
de la comète, parallèles aux deux autres axes. 

En remplaçant les coordonnées de la comète par leurs 
valeurs déduites des équations (a), on trouve 

U*' p9 ces ao — U' pi ces a, -h U pj cos a, 
= U'^R* cos 0, — U'R, cos 0, -f- U Rj cos 0, , 
(5) ( U'' p9 sin a. — U' pi sin ai -h U pj sina, 
= U"R. sin 00 — U'Ri sin0, 4-UR2 sin02, 

U" p. tang p. — U' p, lang p, -H U"p, lang p, = o. 

Désignons par X, Y les coordonnées de la Terre paral- 
lèles aux axes Sx, S7, lesquelles sont égales à — R cos0, 
— R sin 0, et par X', Y' leurs dérivées par rapport au 
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temps ; elles satisferoat à des équations de la même forme 
que les équations (9) du n** 17, et, en représentant par 
et T ce que deviennent alors les fonctions T et U, on a 

X, = X.0 -*-X'..r, Y, = Yo0 + Y;.r, 
X, = Xa0'-f-X',.Y', t,=:t,0-+-y;.y, 

et les seconds membres des deux premières équations (5) 
deviennent respectivement 

X, (— U"4- U'0 — UV) H- X; (U' Y — U"Y')' = L, 

Y, (— U'^-h U'0 — U'V) -h y; (U' y — U'^Y') = V; 

or on a, en s'arrètant aux termes du quatrième ordre (17), 

_ 6.; + 4'." 

d'où 

^ -'^-'--ëiT'^ ' 4^^ ' 

et de même, en appelant S l'équivalent de s pour la Terre, 
^_ r» So^ t^ Sot* 

,_ t'' Sot'' ;_ . f' Sot'' 

Substituant ces différentes valeurs dans L et L', négli- 
geant les termes du cinquième ordre et posa ut 
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on trouve 






or Xo H 2 — • X', , Yo H T~'^'o représentent, aux termes 

du second ordre près, les coordonnées de la Terre au bout 

du temps — 5— compté à partir de la première observation. 

Si donc on désigne par R' et 9' le rayon vecteur du Soleil et 
sa longitude à cet instant, et qui seront donnés par les 
tables, les formules (5) deviendront 

[ U*'po cosao — U'pi ces a, + Upj cosa, = — WR' cosô', 
(6) { U'^p, sin oo •— U' p, sin a, + Upa sin a, = — WR' sin 0', 
( U'^po tangpo — U'p, laftgp, -4- Up, langp, = o. 

En divisant l'une par l'autre les valeurs de Upj, U'^po 
que Ton tire de ces équations, on trouve 

f-x P»-,M--- *»°gPtsin(e^--ao)— tangposin(e^— g.) U^^^ 
^'^ p« tangp3sin(e'— a,) — tangp,sin(0'— aa) U * 

Si les observations sont sufBsamment rapprochées, on 
pourra prendre approximativement — = *, M se trou- 
vant déterminé, les équations (3) et (4) ne renfermeront 
plus que Tînconnue m. 

Cette inconnue se déterminera par tâtonnements, en 
cherchant à faire satisfaire les valeurs (3) et (4) de c 
et To, r, à Téquation (4) du n° 8, qui devient, dans le cas 
actuel , 

en employant le signe — pour le second terme du second 
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membre, attendu que, d après l'hypothèse sur laquelle est 
basée la détermination de F orbite, t'^ correspond à un espace 
angulaire moindre que 180®. 

La quantité u étant connue, on en déduira la valeur 
de /Do 9 {>Ar suite celle de jOs. 

21. Soient maintenant 

io» ^2 les longitudes héliocentriques (*) de la comète 
dans la première et la troisième observation ; 

^09 ^s les latitudes héliocentriques correspondantes^ 

1^0) ^* les longitudes dans Torbite: 

i l'inclinaison de l'orbite sur l'écliptique pouvant prendre 
les valeurs comprises entre o et 90^, en distinguant les 
mouvements direct et rétrograde; 

ct) la longitude du périhélie; 

D la distance du Soleil au périhélie. 

On trouvera les coordonnées héliocentriques de la comète 
au moyen des formules suivantes : 

p9 CÔS ( tto — ôo) — R.=: To COS 5« COS(^ — Oo), 

p« sin (a, — 0.) — r, cos ^0 sin [\ — ô»), 
f»otangp, = r. sin^.; 

p, cos (a, — 0, ) — Rj = Ta cos ^a COS ( ^2 — ©i), 

pj COS (a, — ôj) = Ta cos ^j sin (X, — 0,), 
p2 tang Pi = r, sin ^3. 

On déterminera la longitude A du nœud et Tinclinaison 
de l'orbite à l'aide des formules 

± tong ^0 = tang « sin (X, — a ), 

_. tang ^, — tang ^0 cos f X, — Xo) ^ . ,. ^ . 
± — ^ ^-rf r-f^ ' = tangi cos(X. — û); 

Sin().a — Xa) 



(*) Nous rappellerons que le mouvement d'une planète ou d'une comète 
est dit héliocentrique ou géocentrique selon qu'il est rapporté au Soleil ou au 
globe terrestre, chacun d'eux étant considéré comme fixe. 
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Je signe supérieur est pour le mouvement direct, et le 
signe inférieur pour le mouvement rétrograde. 

On aura, pour calculer les longitudes dans l'orbite^ 

— 2^-^-^ i = tang (p, — n , 

ces/ ^^ '' 

et, pour déterminer w et D, 

I II, . 

C0S|(*',— «»«) I ï • 1 / A 

équations qui se déduisent de celle de la parabole. 

Nous ne nous arrêterons pas aux démonstrations de ces 
différentes formules, en raison de leur simplicité même. 
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CHAPITRE IL 

DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 



§ I. — Équations différentielles du mouvement d'un 

SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS SOUMIS A LEURS ACTIONS 
MUTUELLES. 

22. Soient M, m, m\ m'\.,.^ les masses de plusieurs 
points matériels qui s'attirent mutuellement, proportion- 
nellement à leurs masses et en raison inverse du carré des 
distances, et proposons-nous de déterminer les équations 
du mouvement relatif des masses m, m', m'',.,., par rap- 
porta trois axes rectangulaires de directions fixes Mo:, Mj^ 
Mz passant par le point M. 

Soient x, y^ z les coordonnées du point m, et r sa dis- 
tance à Torigine M \ pour une autre masse nous emploie- 
rons les mêmes lettres, mais accentuées de la même manière 
que la lettre m qui représente cette masse. La distance de 
deux des masses m, m\ m'\,.,^ sera indiquée par la lettre |0 
aiTectée respectivement en haut et en bas de l'accentuation 
de ces deux masses. 

Pour arriver au mouvement relatif cherché des masses 
m, m', m'',..., il faut concevoir qu'on leur imprime ainsi 
qu'à M une vitesse et une accélération égales et contraires 
à celles de ce dernier point qui se trouvera ainsi ramené au 
repos. Or, en supposant f==i conformément à ce que 
nous avons dit au n*' 3, l'accélération de M est Ja résul- 
tante des accélérations -j Tj'*"' dirigées de M vers i/i, 
m ,...; celle de m se compose de -^ "t;' -777» • • • ? dirigées 
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respectivement de m vers M, m\ m"^...-^ on a donc 



d^x M .r m X 

di^ r^ r r^ r 



(•) 



m' 


r' 

x" 


H- 


m' 

r 

m" 

r 


x" 


— 


X 


m" 


p" 

x"- 


X 


r'" 




p" 





Si l'on donne au signe ^l '^ signification connue àe somme j 
que l'on pose 



(2) 


R = 2 




— 




j 


et comme aux deux 


n°' 2 et 


3 










f = 


M4-/W 


» 




il vient 














/ 






7-3 






et de même 








(3) 


<• 






7-3 


</R 




\ 








rfR 

dz 



Pour obtenir les équations relatives à m', m'', m'",..., il 
suffira d'accentuer convenablement p, r et les coordonnées 
x, j", ^ dans les précédentes, et c'est sous cette forme que 
ces équations permettent d'aborder le problème des pertur- 
bations des planètes. 

Si l'on pouvait intégrer ces diverses équations, elles don- 
neraient les coordonnées des points m, m', m'',..., en fonc- 
tion du temps, et l'on pourrait ainsi déterminer à chaque 
instant la position de ces points^ mais malheureusement, 
dans l'état actuel de la science, cette intégration est impos- 
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sible [*)^ même dans le cas simple où Ton ne considère que 
trois corps M, m, m', et l'on ne connaît qu'un petit nombre 
d'intégrales de ces équations fournies par les principes du 
mouvement du centre de gravité, des aires et des forces 
vives, intégrales que l'on peut par conséquent établir direc- 
tement, et c'est ce que l'on a de mieux à faire au point de 
vue de la simplicité. 

23. Soient ^j >39 Ç les coordonnées de M rapportées à 
trois axes fixes dans l'espace, parallèles à Mx, M/, Mz\ 
les coordonnées de M étant x -h |, / 4- y), -^ + Ç, on a, 
d'après le principe de la conservation du mouvement du 
centre de gravité d'un système matériel uniquement soumis 
à ses actions mutuelles, 



M -T-r -f- > m — —^^ — ^=0, 



d'où 

{«) 

et en int^rant, 



d'i 



2d^x 



■"■ M+2' 



i=a-hbt- 



2' 



M 



(*) En suivant à très-peu près la méthode d'exposilion adoptée par 
M. Hoûel dans sa thèse pour le doctorat, nous avons reproduit dans une 
Note placée à la fin du volume les théorèmes remarquables auxquels sont 
parvenus MM. Hamilton et Jacobi en cherchant à réduire les difficultés que 
présente l'intégration des équations de la dynamique. Nous avons terminé 
cette Note en indiquant Tapplication que Ton peut faire de ces théorèmes au 
calcul des perturbations des planètes. 

Nous regrettons que les limites que nous avons assignées à cet ouvrage ne 
nous permettent pas de reproduire le beau travail de M. Bour sur le pro^ 
blême des trois corps, et pour lequel nous renverrons aux 36* et 37*. cahiers 
du Journal de l'École Poljriechnique, 
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a et & étant deux constantes arbitraires^ ou a de même, en 
représentant également par a\ £', a", 6" quatre autres 
constantes arbitraires, 



Ç==a"-hA"/- 



2 /HZ 



24. Le principe des aires appliqué au mouvement relatif 
de m, m',..., par rapport à M donne, en remarquant que 
les forces dues à l'accélération de M prise en sens contraire 
fournissent seules une somme de moments qui ne s'annule 
pas, 

OU, enremplaçant — j — par leurs valeurs tirées de l'é- 
quation (a) et de son analogue relative à f , 

2/ d^a: dH\ S'"^ ^ dH S'"* v^ d^x 

d ou, en appelant C une constante^ 

dx dz\ ^d ^^ dz ^ ^^ dx ^ 

4 
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équation qui peut s'écrire ainsi : 

On obtient deux équations analogues en prenant Mx^Mz 
pour axe des moments. 

25. Le principe des forces vives donne, en appelant w la 
vitesse de m dans son mouvement relatif par rapport à M, 
et h une constante, 

(5) r ' ^ p ^ ^r 

( -J 2'"(^'^+^''-^-«--Â>J' 

et en remplaçant -r-^j -^, -— par leurs valeurs en fonc- 
tions de a:, ^, z déduites des équations telles que (a), et 
effectuant l'intégration, 



H r » 



et enfin 

dx^^dx^^dz^ 



2« 



dt' 



^ y ^^, ndx-dx')'+(dy-dyy+{dz-dz'n 

-.(M+2-)[«2"+2y-']=*- 
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Cette intégrale première et les six autres que nous avons ob- 
tenues aux n^'^ 22 et 23 sont les seules que Ton ait pu tirer 
des équations (3) réunies aux équations semblables rela- 
tives aux masses m, m', /w'',..., et dans cet éiat de choses 
on est obligé, pour arriver à des résultats utiles pour l'As- 
tronomie, d'avoir recours à la méthode d'approximation 
due à Lagrange, basée sur la variation des constantes arbi- 
traires, et que nous allons maintenant exposer. 

§ IL — Théorie des perturbations des planètes. 

26. Le problème que nous nous proposons maintenant 
de résoudre ne consiste pas à déterminer, même approxi- 
mativement pour une certaine période, la forme de la tra- 
jectoire de la planète troublée, mais les éléments des ellipses 
que tendrait à décrire successivement la planète si, h chaque 
instant, les forces perturbatrices venaient subitement à s'an- 
nuler. La trajectoire n'est alors autre chose que l'enveloppe 
de ces ellipses, ou encore, si l'on veut, une ellipse qui se 
déforme à chaque instant en changeant de position. 

27. Méthode de la variation des constanfes arbitraires, 
— Reprenons les équations (3) du numéro précédent 



(') 



et soient 



les composantes de la vit(»se w du mobile estimée suivant 
les trois axes coordonnés. 

4 



/ d\T yLX _ dVi 
i dt' ' r^ ^ dv' 




j dt' r* dy' 




1 d^z iiz dR 

\ dt^ ^ /- = ^3 ' 




dv dy 


_ dz 
^di 
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Les équations précédentes sans seconds membres, et par 
conséquent relatives au mouvement elliptique, donne- 
ront six intégrales premières et complètes que Ton pourra 
combiner entre elles de manière à en obtenir six autres 
qui ne renfermeront chacune qu'une constante arbitraire. 
Soit 

{a) a, = F{x, jr, z, w^, w^, w,) 

l'une de ces dernières intégrales supposée résolue par rap- 
port à sa constante arbitraire «q. 

L'élément wdt de chemin, décrit pendant le temps dt^ 
sera commun à l'orbite troublée et à l'ellipse dans laquelle 
elle se changerait si la fonction perturbatrice R venait tout 
à coup à s'annuler, ellipse à laquelle est censée corres- 
pondre l'équation (rt), et pendant celte durée la même équa- 
tion sera satisfaite par les deux trajectoires. Mais au bout du 
temps dt^ la vitesse estimée dans le mouvement elliptique 
a reçu, pour devenir la vitesse réelle, un accroissement 
géométrique mesuré par l'accélération élémentaire due aux 
forces perturbatrices, ce qui correspond aux accroissements 

— - dt^ -— dt^ -— dt donnes aux composantes w^^ , w^ , w, 

de la vitesse. Il suit de là que la quantité «o ne peut plus 
être considérée comme constante quand il s'agit du mouve- 
ment troublé, et qu'au bout du temps dt^ elle a subi la 
variation, 

( '\ d _/f^l^ da^d^ da, ^R\ 

^ \dwg dx dwj dy dw^ dz ) 

On peut mettre cette équation sous une autre forme qui 
permet d'exprimer très-simplement les variations des élé- 
ments elliptiques. A cet effet on substitue aux dérivées par- 
tielles de R par rapport aux variables a:, j^ -z, ses dérivées 
relatives aux six constantes arbitraires ^0,^X1,^2,^3,^4, 
a^, Ae, introduites par l'intégration des équations (i) sans 
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second membre, et en fonction desquelles on peut conce- 
voir que l'pn ait exprimé ces trois variables ainsi que w,. 

On a 

dx dtti dx dy dai dy dz dat dz 

en représentant, pour abréger, par a,- Tune quelconque des 
six constantes et par la notation symbolique S la somme 
des termes obtenus en donnant successivement à l'indice i 
ses six valeurs. 

Si Ton substitue ces expressions dans l'équation (a'), on 
trouve 

/ duQ dai da^ dai da^ daA dK 

* \dws dx dWj. dy dw^ dz J doi 

Or, la fonction R étant indépendante de w^, w^^ w„ ses 
dérivées par rapport à ces trois variables sont nulles, ce 
qui donne 

^ ^R dOi ^ d^ dai c. ^^ ^^« 

S «3— 3 = 0, S'-r— ;;t — =o, S«-r— -^ — ==o. 

dOi dwg dOi dwj dai ««•, 

Multipliant la première de ces équations par ^ dt, la 

seconde pàv -j^ dt^ la troisième par -7-^^/, et retranchant 

la somme des résultats obtenus de la valeur précédente 
de dao , on trouve 

dR 
(2) dao= S.(flo, ^*)^ ^^ 

en employant la notation symbolique 

doa dai d^Q d^i ^^0 dai da^ doi 

* e/ûfo dai d,a^ dat 

dtVg dz dz dwg 
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en vertu de laquelle on a 

(A') [ai, ai) = o, (^0, Oi) = — (ai, a^y ^ 

L'expression ci-dessus de dao est remarquable en ce sens 
que les coefficients des dérivées partielles de R jr de- 
viennent indépendants du temps après la substitution des 
"valeurs de x, y^ z^ iv^, Wy^ w, relatives au mouvement 
elliptique exprimées en fonction des constantes ai et de t. 
En effet, on a, en différentiant par rapport au temps, 

, , . doQ da; doi da^ dai da^ dûQ dai 

d{a(,ai)=- — d- — d ~- -i- ~~ d "IT^'T^ 

dwx de diVx dx dx div^ dx dw^ 

da^ dni drii da^ dai , ''^^o '^^o . ^^i 
dwj dy di\y dy dy day dy dwy. 

da^ dai ^^i . d^a ^^i , ^^o fi^tt . dai 
diVg dz d(Vg dz dz dw^ dz div. 

Or, en posant - = V, on a, dans le mouvement ellip- 
tique ou d'après les équations (i) sans second membre, 

(«) 

D'autre part, a^ est une fonctionde ^, x^ j z, w,, w^, 
w^\ les coordonnées a:, j, z varient avec t en satisfaisant 

,. . dx dy dz , , 

aux conditions Wj, = ~t- » iv^ = -f-? w, = -- 5 et Jes vitesses 
' dt -^ dt dt 

Wjc, Wy, w^ varient aussi de manière à satisfaire aux équa- 
tions (a). Il vient donc, en différentiant par rapport au 
temps, 

<i^tf d'^ao d^a^ d^a^ d^a^ 

dx dx dt dx* ' dx dy ^ dx dz 

d'-a d\ d^a, dV d^ap d\ 

dxd(\'. dx dxdiVy. dy dxdw^ dz 

Mais «0 étant Tune des constantes arbitraires Introduites 
par l'intégration des équations (i) sans second membre, 



dw^ d\ 


diA^y. d\ 


r/«', d\ 








dt '^ dx' 


dt ~' dy ' 


dt ■"■ dz 
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sa dérivée doit être identiquemeut nulle pour les va- 
leurs la) de — r^> —-^ — r^î ce qui donne 
^ ' dt dt dt ^ 



da^ da^ tla^ 

+ -7- «'x 4- T- «V + -r- "^« 



[da, 

S-dF^di-'-^d^-^^-d; 

(P) \ * 

"^' * da. dV da. dV da, dV 



dWg dx dWy dy dtv, dz 

et, en y faisant varier a:, 

d^a d^a^ d^Oo d^a^ 

dxdt dx^ ' dxdjr ^ dxdz 

d'à, dV d'à. dY d'à. d\ 



dxdwg dx dxdwy. dy dxdw^t dz 
da. d'Y da. d'Y da, d'Y 
diVx dx' dwy dx dy dw^ dx dz 

da^ 
dx 



= o: 



par suite la valeur ci«dessus de d-^ devient 



^' dx \dwM dx' dwj dxdy dwj dxdz) 

Si maintenant on différentie -^ — par rapport au temps, on 



trouve 



d—— ( ^'^' ^^^"^ ^'gp d'à. 

dtVg \dtdwx dxdwx * dy dw^ ^ dzdwg 

d'à. dY d'à. dY d 

-H -7-T T- 4-3-— r- -r- -»■ 



^ —] dt. 

',dwje dz ) 



dwx dx dwydwg dy dw^ 

Mais l'identité (P) donne, en la différentîant par rapport 
à Wjc et en remarquant que V est indépendant de cette 
variable, 

d'à. da. d'à. , d'à. . d'à. 

dtVgdt dx dxdiVg dydwg •' dzdw^ 

d'a.dY^ d'à. dY d'à. dY _ 

dwx dx dwydwjt dy dw^dw^ dz ' 



56 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

par suite, 

{S) dp-=-±ldt. 

^ ' dw^ dt 

En substituant dans l'expression ci-dessus de d[a^^ a,), 
les valeurs (y) et [d) et celles qui en dérivent, soit en y 
changeant a^ en a,, soit en y permutant les lettres Xy y^z^ 
on trouve que cette différentielle est identiquement nulle, 
ce qui démontre la propriété énoncée. 

Avant d'aller plus loin, nous allons établir une formule 
ayant pour objet de donner les expressions des quantités 
(aq, a,) sans qu'on soit obligé d'exprimer chacune des 
arbitraires a,- en fonction des variables x^y^ z, w^^ , w^., w,, 
ce qui pourrait entraîner des éliminations compliquées. 

Supposons par exemple que l'on ait 

fl,=F{x, j, z, w^^ «y, (v,, ût,, «2, Û3J; 

il vient, en distinguant par des parenthèses, quand il y a 
lieu de le faire, les dérivées partielles des dérivées totales, 

dai / da\ dai da^ dai da^ dai da^ 

dx \dx } dux dx da^ dx da^ dx 

dai / f^^i\ dtti dOi dtti da, dUi da^ 

dwg \d^xl doi dwx dOi dWg da^ dvi'j. 

et en substituant dans Téqualion (A) ces valeurs et celles 

qui en résultent en changeant a: en j^ et z, et ai en «o, on 

trouve 

/ \ , \doi , \dai xdai 

(B) («0, ««) = l«o, «J-H(ûo,fl.)^4-(«o,ûr,) — + («0, «3)^» 



formule dans laquelle («o» ^/) représente la valeur de 
(ao , Oi) obtenue sans égard à la variation des arbitraires 
Ux , ^t 9 ^8 9 considérées comme constantes absolues, et qui 
permettra de calculer facilement («o? ««) lorsque les arbi- 
traires seront immédiatement données en fonction des va- 
riables a:, j, 2, w^, w^, w,. 
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28, application de la méthode de la ^variation des 
constantes arbitraires aux perturbations des planètes. — 
En supposant (n** 3), pour simplifier, fx^i, nous avons 
trouvé aux n°* 2 et 14, pour les intégrales du mouvement 
elliptique, 



(3) 






r=fl(i — eco^u)^ t -i- l z=z a^ (u — e^inu), 

flr(i— tf') 

rz= -• 

ï -^ecos(if — p,) 

Dans la dernière de ces équations, i^i désigne la longitude 
du périhélie, relativement à la ligne des nœuds prise pour 
origine des angles u\ nous réservons la lettre w pour repré- 
senter la longitude du périhélie, par rapport à une autre 
droite comprise dans le plan mobile de l'ellipse, et que nous 
définirons plus loin. 

On a de plus les relations 



(4) ^tangç=:^L_ , tanga = --., 

A^=c^-i- c''^c"'=a^ (i — e'). 

Nous choisirons provisoirement pour les six arbitraires 
introduites par l'intégration des équations du mouvement 
elliptique, a, /, v^^, et les quantités A, y, a substituées aux 
constantes c, c', c'\ auxquelles elles sont liées par les équa- 
tions (4), mais que nous conserverons transi toirement 
pour faciliter le calcul des quinze combinaisons («oj ^i) 
entre les six arbitraires ci-dessus. 

Pour rendre plus claire l'exposition de ce calcul, nous 
allons établir sous la forme de lemmes quelques propriétés 
relatives à c, c , c/', qu'il nous est utile de connaître. 
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Lemme I. — Toute fonction a, des constantes c, c/, d' 
satisfait à V équation 



dtti 

* ■ . 
dwg 



dûi 
dwr 



doi 
•Z-— ==o. 



On a en effet, en vertu des deux premières équations (3), 

tioi dûi de dai de' dai de" dai dai 

dwg de dwg de' dw^ dcf' dwg de de' 

et en substituant cette valeur et celles qui en dérivent pour 

-7-^ï -T-^ï dans le premier membre de l'équation ci-dessus, 

on trouve qu'il devient identiquement nul. 

Lemme II. — Valeurs de quelques-unes des combinais- 
sons qui renfef^ment les constantes c, c', d'. 

La détermination des combinaisons suivantes ne présen- 
tant aucune difficulté, il nous a paru suffisant de désigner 
les équations qui, en outre de (A) et des trois premières (3), 
ont servi à les former, 

Formules employées. 
[c, c)z=c", (c,c")= — c', {c',c") = c, 

{a, c)z=o, (a, c') = o, {a,c") = o, 



(c,i) = {c,c')j + {c,c")j = o, 
ic',A)={c', c) Î4-(c',c")^' = o, 
(c",A)=:(c^,c)j-h(c'',c')j=.o, 
(«, c)=(c',c)^-(-(c",c)^, = — 1, 



(B), (A'), 3« équat. (4) 



» 2* équat. (4) 
» i" équat. (4). 



Nous déterminerons plus loin les valeurs des combinaisons 
dans lesquelles entrent c, </, c" avec t',. 



(5) 
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29. Combinaisons qui ne renferment ni l ni i^,. — Si 
Ton applique la formule (B) à la dernière équation (4)> en 
ayant égard au second lemme cî-dessus, on trouve 

(a, i) = {«, c) — + («, c') -^ -I- (a, c") ^ = O, 

et ToQ obtient de même 

[a, (p) = o, 
(fl, a) = o, 

(,.*) = (.,x)J-H(c',*)g^-(c^x•)^ = o. 

(a, ?) = («,/) ^ -t- (a, c) ^-? = _î—. 
». dk 'de / sin<j) 

30. Combinaisons entre leta^h^(f^a, — En remplaçant 
dans la septième équation (3) u par sa valeur tirée de la 
précédente, on obtient un résultat de la forme 

(g) i = ^t + Y[a,k,r), 

d'où, en considérant a ^ik comme constantes et en obser- 
vant que i^ = x^ • 



-y 


^-^% 






dl 

dx' 


_di dr 
''drU 


•X 

r 


dl 
dr' 



et Ton a deux équations pareilles par rapport à ^ et z. 

La formule (B) appliquée à Téquation (e) donne, par 
suite, relativement à l'une quelconque «, des quatre con- 
stantes a, h^ cp, a, 

(Ç) (/,«,)=« ^._4-^_^.._j-.--, 



en remarquant que /est indépendant de w^., w^, w^^ et que 
dl ,j . dl 



le terme {a^ni) y -H (A^, ^') "vi ^^^ ^"' ^" vertu des équa- 



tions (5). 
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Le premier lemme du n° 28 étant applicable à y, a, Ar, 
qui ne dépendent que de c, c\ d\ la formule ci-dessus 
donne immédiatement 

((^>?) = o, 

(6) (/, a)=o, 
((/, >t) = o. 

De la quatrième équation (3) on tire 

( . da da , da 

dw^ ^ ^(v^ -^^ £/«^, 

d'où, en supposant a, = a dans la formule (Ç), 

et comme Téquation (e) donne 

^ — ^ 
il vient 

(7) (/,«)== -2«'. 

31. Combinaisons qui renferment u^, — En rempla- 
çant e par sa valeur tirée de la troisième équation (4)9 la 
dernière équation (3), résolue par rapport à J^i, donne une 
expression de la forme 

(0) v^ = v—f[a, k,r), 

dans laquelle on devra considérer v^ comme une fonction 
de f , en vertu de la relation 

(i) smp= — : > 

^ ' rsm^ 

obtenue en projetant r sur Taxe des z. 

Des deux équations précédentes on déduit, en remar- 



DE MÉCÀMIQUE CÉLESTE, 6l 

quant que r* == a:* -h j* -f- ^•, 

dut dp 

df d(f 

, . , dp xz dp YZ dp /* — z^ 



dx T^siïiïpcosp dy r»sinycosp dz r^siQ^cosc 

dp zcos^ dp / dz dr\ i 

d(f rsin'ïpcosp dt \ dt dt j r^sin^cosp 

I^MME. — Des combinaisons dans lesquelles entrent c, 
c', d' et f'i. 

La formule (B), appliquée à Téquation (9), donne, en 
ayant égard à la formule (i) et à celles des n*** 28 (lemme II) 
et 29, 

[p,, c' ) = [7^') + [f^, c') -^, 

(1:0 

On calculera les premiers termes des seconds membres de 
ces équations en appliquant la formule (A) à la dernière des 
équations (3), résolue par rapport h cos (t^ — f^j), dans la- 
quelle on devra considérer les arbitraires comme des con- 
stantes absolues, et l'on trouvera de cette manière 

(p„ C )z=0, 

X dp 

^ ' rsmycosp ^^ ' di^ 

Il est inutile de développer davantage ces formules pour 
Fusage que nous devons en faire. 

Cela posé, pour calculer (v^i, a), nous remarquerons que 
a étant uniquement fonction de c', c", l'expression [^i^ol) 
obtenue en considérant ces deux arbitraires comme des 
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constaules absolues est uulle: on a donc, en ayant égard à 
la seconde équation (4) et aux formules (X), 

mais dans cette expression, d'après le n" 29, le coefficient 
de — n'est autre chose que 

il vient donc, en tenant compte de la première des for- 
mules (x), 

. . cos'a ic"X'\-c'Y) l ZCOS(p 

(p„ a) = — : i .' + -—^ — — î^ , 

rsin^cosf' c* A-sin^ /sin'ycosp 

ou, en remarquant que 

ces y rcos*a 

k sin' (p r'» 

et que l'on a 

cz -h c'y -H c"a: = o 

pour l'équation du plan de l'orbite elliptique, 

(8) (^.,a) = 0. 

Considérons maintenant l'une quelconque a^ des deux 
arbitraires a et k^ et appliquons la formule (B) à l'équa- 
tion (9), en observant que 

d'après le n° 29. On a, en opérant comme au n** 30 et con- 
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sidérant i^ comme une arbitraire fonction de f , 

( doi dOi daA i dp, dv^ 

(dp doi dp doi dp daiX .dp 

dx d(Vg dy dWy. dz dw^J ^^' *' cfy 

OU en vertu des équations (x), 

. / tloi dai dai\ / i dp, z \ 

p.,û,. = U—L+y—i--^Z'j-^] — -r-+-3-^ 1 

\ ««'* ««V ««*/ \ r dr r^siUffCOSP/ 

1 doi \^^* , f \^^ 

rsmfcosp da^j ^ ' da ^^ ' </y 

Si l'on suppose d'abord ai = a^ les équations (y}) et (x) 
donnent 

da da da , «fr 

dwg dwj dWi dt 



z 1 da da da\ i da 

1 X — — -|— y -|— z ) : 

y cos p \ dwg dwy. dvPt I r sin (p ces p dw^ 

afl* [ dz dr\ d» 

r* sin f cos p\ dt dt j dt 



et comme (f , a) =: o, on a 

fdP dp\ 

ou, d'après la première équation (x), 

(g) (p„a)=:o. 

Si nous supposons maintenant a, = A, en ayant égard au 
premier lemme du n° 28 et aux valeurs (a, A:) == o, (cp, Â:) = o 
obtenues plus haut, on trouve 

(lO) [Py^h) = —\ 
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De la relation 

c 

COS ^ = -7 
A' 

on lire 

(,..,y)=(c;„^)^4-(p.,c)^, 

d'où, en vertu des équations (1) et (lo), 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déierminer la va- 
leur de (f^, /). D'après l'équation (e), / est une fonction de 
f, a, A", et de la variable t^, que l'on peut considérer elle- 
même comme une arbitraire^ et l'on a par suite 

dl dl dl 

OU, d'après les équations (9) et (10), 

dl dl 

D'autre part, Péquation (6) donne 1**: 

(p„r) = («,r) _ + {,,, r) — = {«,r)-, 
en remarquant que 

dont la valeur est nulle (28, 1®' lemme); 1^ en ayant égard 
aux équations (yi), 

da dr tla dr da dr 

dwg dx dwy. dr dw^ dz 
la"^ dr 
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il vient donc 



et 






, „ drdidvt dl dv, dl 



en remarquant que l'équation (e) donne 

dr dr 
Si pour —5 — on substitue leurs valeurs tirées de la 
septième et de la huitième équation (3) mise sous la forme 

' er 

en y regardant e comme une fonction de a et h^ on trouve 

(l2) {p,,l) = o. 

32. Expressions des variations des constantes arbi- 
traires. — Sidansréquation(a) on substitue successivement 
à âo et ai les quantités a^l^h^v^i^a^tf en ayant égard aux 
valeurs (5), (6), (7), (8), (9), (10), (11), (la) ci-dessus, 
on trouve 

/ dK 

da^^na^^-^-l-dty 
dl 

rf/ = — aa'-j- dty 
da 



(.3) 



dk = -;- dt. 
dv, 



/dR cot«rfR\ ^ 

^ i dH^ 

^ sin f £/f 

^ cot (p rfR ^ I rfR ^ 

df^ == —7-!- -j-dt-- -r-. — -r- *•. 
' A* <iiPi A- sin 7 aa 
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33. Formules qui expriment les variations des éléments 
elliptiques. — Soient (fig* 2), sur une sphère d*un rayon 
égal à Tunité ayanl pour centre celui S du soleil : 

N, N' deux positions consécutives du nœud ascendant de 

l'orbite, 
P, P' les périhélies correspondants, 
I Tintersection des deux plans consécutifs de Porbite, 
0) la longitude du périhélie comptée à partir du point I. 

On a 

(p) €/« = IP' — IP=:N'P'— NP-hlN'— m = rf«', + cosyrfa. 

Cette formule subsistera encore en prenant, au lieu du 
pointi, pour origine des angles co, un point quelconque de 
l'orbite assujetti à cette condition que deux positions consé- 
cutives de ce point coïncident, en rabattant Fun sur Tautre, 
autour <le leur commune intersection, les plans correspon- 
dants de l'orbite. 

Maintenant, si l'on fixe l'origine du temps a un instant 
quelconque après le passage au périhélie, correspondant à 
'la longitude moyenne e, on a (12) 

fil = s 6), 

et en remarquant (tO) que n:=a ' , 
^ ' 1 a 



Enfin, de la relation ^ = v^a(i — <?*) on lire 



an il i — e^ i — tf' ^ 
(Ç) ,/tf=:_f^Jli tdk-^' da. 



Cela posé, on peut substituer aux arbitraires /, k, 1^1, 
celles e, e, a>^ que Ton coonidère dans le mouvement 
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elliptique, et dous allons chercher ce que deviennent alors 
les formules (i3). En représentant provisoirement par 

I "^ r I T" l'®s^^"^^sp*r^î®^l®s,parrapportàfleta(*), 

qui se rapportent au second choix d'arbitraires, pour les 
distinguer de celles qui se rapportent au premier, on a 
ridentité 

j« rfR ^ ^R ^, dR ^, dK ^ dK ^ dK ^ 

da di dk dvx ào. dff ^ 

rdKl , rfR , ^R ^ dK, VdK'X ^ dK, 

et en y substituant les valeurs (|x), (y), (^), puis identi- 
fiant les deux membres, on obtient 



da l.^flj 

^R dK 
dl='' d.' 


o.ae ( 


dK ans/i — 
de'^ e 

dK dK dK 

dvx di dt^ 


-é'dK 

rie 



dK TdKl /dK , dK\ 



Si l'on remarque que ti* = a"% k=^a(i— e*), et que 
Ton supprime le signe [ ], devenu maintenant inutile, les 



(*) On est obligé de faire cette distinction en raison de ce que parmi les 
ancienne arbitraire ^e Ton consenre, a et « sont les seules qui entrent 
dansilii», d 9 et de* 

5. 
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équations (i3) deviennent 

as 

d% = — ^ (i — JT-Te^} ---dt—ià'n T-dt, 

e de da 

ansli — e^ f , ;\^R ,. ansfi^^dK . 

e ^ ds e d(» ^ 



('4)/ 



an */i — e* dti , 



e de 
an dK 

sin f ^ I — e^ d(jf 
an dK 

sin y y/i — e^ dx 

Nous verrons plus loin, après avoir donné le développe- 
ment de R en série, Favantage que présentent sous cette 
forme les expressions des différentielles des éléments de 
Forbite elliptique, pour obtenir les variations de ces élé- 
ments. 

34, Variation du mous^ement moyen, — La constante 
arbitraire e se trouvant toujours ajoutée à nt (12, éq. 23'), 

on a 

dR__dK 

'dl dnt^ 

d'où 

dK ^ dK ' i ,„ 

ds d[nt) n ' 

en représentant par la caractéristique d la différentielle 
relative au temps, prise en ne faisant varier t qu'autant 
qu'il est multiplié par /t. Par suite de cette notation, les va- 
leurs de da et de de deviennent 

Ida=z 2fl'dR, 
a^t — e^f j ;.,^ ans/i—e'dK^ 
tf ^ e dm 



dn 
• nt — r' 

2Û* 
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De la relation n = a"»" et de l'expression ci-dessus de da 
on tire 

(i6) £//i = — 3a/idR, 

d'où Ton déduira la valeur qu'il faut substituer à n dans les 
formules du mouvement elliptique. 

Soit Ç = Tif -H e la longitude moyenne que l'on a princi- 
palement en vue de déterminer en calculant n ; on a 

Or, en désignant par (-^ ) la dérivée partielle de R, par 

rapport à a, obtenue sans faire varier n qui est fonction de 
cette arbitraire, on a 

^_/^\ HndYi_fdYi\ 3>g»fdR _/rfR\ 
da \da / da dn \da j 2a \^^/ 

Portant cette valeur dans la seconde équation (i4) qui 
donne dt^ on verra que le terme fourni dans tdn + dt par 

la variation de a dans R se réduit à — aa'/xf — m absolu- 
ment comme si n était une constante absolue. Donc, pour 
calculer la longitude mofennCy il siiffira d^ employer la 
formule 

{17) dl^zndt-Jrdij 

dans laquelle on substituera à dz savaleur obtenue en con- 
sidérant n comme une constante. 

En posant ^=zfndt^ et remplaçant n par l'intégrale de 
l'équation (i6), on trouve pour la variation $Ç du mouve- 
ment moyen 

(18) ^Ç = — 3 j CandtàR. 

35. Expressions de da et d(f lorsque l'inclinaison de 
Vorbite sur le plan fixe est très-petite. — Les orbites des 
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planètes de notre système sont généralement peu inclinées 
sur le plan mobile de Técliptique qui lui-même se dé- 
place avec une grande lenteur. Il est donc permis de choi- 
sir un plan fixe qui, pour une longue période, fasse avec les 
plans de ces orbites des angles très-petits. Mais alors les 
dénominateurs des formules (ifi), qui renferment sinf en 
facteur, sont eux-mêmes très-petits, ce qui est un incoiivé- 
nient que Ton évite en substituant à 9 et a deux autres 
arbitraires p et q données par 

p = tangf sina, q = tang^ cosa, 
d'où 

/ V . sina , , , cosa , 

(o) ap=z: — T-av-hçaoL, ag=z r- ^9 — pda. 

^ ' ^^ cos^y ^ ^ ^ COS^f ^ 

Mais si l'on considère R comme une fonction de a et 9, ou 
de p et q^ on a dans les deux cas la môme valeur pour sa 
différentielle totale, ou 

^^d.+ -d^=-dp+-dq, 

et en substituant dans cette identité les valeurs ci-deèsus de 
dp et dq et égalant les coefficients de ^a et d(f dans les 
deux membres, on trouve 

ç[R__ £R dK dVi _ sina dK cos ol dK 

doL dp dq df^ cos^y dr cos^y dq ' 

En portant ces valeurs dans les deux dernières équations 
(14)9 puis les valeurs résultantes de da, et d(f dans les for- 
mules (0), on aura dp et dq'^ et si l'on néglige les puis- 
sances de y supérieures à la première, on trouve 

, an dK , 

dp = , -p de, 

. an dK , 

^i^e^ dp 
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formules que Ton substituera aux deux dernières équations 
(f 4)^ et qui offrant TaTaiiUgey comme nous le Terrons f4u4 
loin, de réduire i la forme linéaire avec des coefficients 
constants les équations différentielles qui déterminent les 
inclinaisons et les longitudes d'un certain nombre d'or- 
bites» ce qui est très-avantageux au point de vue de l'inté- 
gration. 

La formule {fx) du n^ 33 donne avec la même approxi- 
mation 

</«> = dtfi -{-dct, 

et en prenant pour Tintégrale de cette équation 

on choisit par cela même pour origine de V angle co la 
droite avec laquelle coïnciderait V origine de a si Von 
rabattait autour de la ligne des nœuds le plan de V orbite 
sur le plan fixe, ou encore, si l'on veut, la projection^ sur 
Je plan de Vorbite, de la droite formant V origine de a. 
La seconde et la troisième des équations (i4) offrent 
rinconvénient d'avoir en facteur, au dénominateur, la 
quantité généralement très-petite e ; c'est pourquoi nous 
les remplacerons par les suivantes : 

/ dK 

db = fl/i i/ 1 — b^ — c^ -^ dt, 

/ i àK , 

de = — an V 1 — o* — c^ -yr dt, 
do 

dans lesquelles on suppose 

^ = <?sîn&», C=:tfCOSW. 

Pour calculer les variations éprouvées par les éléments 
elliptiques d'une planète, il ne nous reste plus qu'à déter- 
miner la forme de la fonction perturbatrice R : c'est ce qui 
va maintenant novs occuper. 
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§ m. DéVELOPPEMEKT EN SÉRIE TRIGOSOHÉTRIQUB DE 

LA FONCTION PERTURBATRICE» 

36. Lemme. ^- Digression sur le déifeloppement en sé- 
rie trigonométrique de la fonction (a' — aao^coscp — a'")"". 

On a, en se rappelant que coscy = '- 1 

E étant la base du système de logarithmes népériens, 

(a«— 2aacosf4-û'»)->'==U~«E?V^-^^'(û'-.«E-fV^"^ 
Si a' >• a, chacun des facteurs de ce produit sera dévelop- 
pable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de sou exponentielle \ et c'est ce que l'on peut 
supposer, puisque la fonction non développée est symé- 
trique en a et a\ et que si a! était <[ a, il suffirait de per- 
muter entre elles ces deux lettres. 

En faisant le produit des deux séries et repassant des 
exponentielles aux cosinus des arcs multiples, on trouve 

1(a» — 2«a'cosç-|-a'»)-»' 
i = 00 
= Po 4- Pi COSy -4- P, C0S2 ç H- . . . = ^ P/ COS/f , 
l* = 

série dans laquelle on a 

,f.=^.["(J)'-"'(5)'--(7)'--]- 

en posant, pour abréger, 

,_ v(v4-ï) ^ v(v-n)(v-4-i ) 

V J V ; , • . • • 

1.2 1.2.3 
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Il suffit de calculer directement les coefficients Po , Pi 
au moyen de ces formules, car les autres peuvent s'en 
déduire successivement. En effet, en divisant membre à 
membre la dérivée relative à f de Téquation (a) par cette 
même équation, on trouve 



1 = 00 



2vflû'sinf'V P,cosiy=:(fl'— 2aa'cos^ + a'')'V îP^sin/ç, 

i=o 1 = 

d'où Ton tire en développant, remplaçant les produits de 
lignes trigonométriques par des sommes, et identifiant les 
termes semblables des deux membres, 

/ \ o (i — i)(«'H-«'MP/-. — (/-4-v— 2)/i«'P/-, 
(c) ri= '— r — -, > 

formule au moyen de laquelle on calculera chaque coeffi-* 
cient au moyen des deux précédents, et par suite tous les 
coefficients, de proche en proche, lorsque Ton connaîtra 
les deux premiers. 

Représentons par Q ce que devient P lorsque Ton change 
V en V + 1 , ou posons 

i=:00 

(fl» — ^aa' COSÇ+ tf'»)-(>'+o = V Q.cosif. 

»=o 

AU lieu de calculer directement les coefficients Q, on peut 
les déduire des coefficients P, si ces derniers sont connus. 
En effet, en multipliant l'égalité précédente par 

(«' — iïûa'cos^-f-û"), 

et ayant ^ard à l'équation (a), on trouve 

i = oo 1 = 00 

"V P, cos 1 ç = ( «^ — 2 aa' cos ç H- a'^) ^ Q; cosi y , 
'i=o i=o 
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d'où, en développant et comparant les termes sembables, 

P,= (a» H- «'») Q.. - flfl'Q,., _ aa' Q.^... 

Mai» de Tëquation (e) on tîre, en y changeant P en Q , 
V en V 4- I et ^ en < + 1 , 

^^'~ (i^^)aa' ' 

par suite, 

f;=: : 9 

I V 

et en changeant dans cette expression i en f' + i , 

«^i+i — : ; • 

i — v-H 1 

Enfin l'élimination de Q/_i, Qi+i entre les trois der- 
nières équations ci-dessus donne pour la formule cher- 
chée 

En remplaçant dans cette expression P/^i par sa valeur 
déduite de l'équation (e), elle prend la forme 

U) Q. = ^^ («'._«»). ^ 

Nous aurons encore besoin, dans ce qui suit, des valeurs 
des dérivées successives des coefficients P par rapport à û, 
a'\ or ces dérivées se déduisent facilement de ces mêmes 
coefficients, et c'est ce que nous allons maintenant faire 
voir. 

En dîfférentiant Téqualion (a) par rapport à «, on 
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trouve 

f =QO 

— 2v(û — a'cosç)(a* — 2fl«'cos(p-|-û")-C^"^') = "V -— ^cosfy, 

^■rf da ' 

1=0 

ou 

(a' — 2iifl'cosç 4- û'»)-'' -H («* — fl'2)(fl' — 2£ia'cosr 4- «'»)-(^-^') 

1=5:00 

rfp, 






OU encore 

i = oo 1 = 00 1 = 00 

2 P|COS/y -t- («2 — «'») 2 Q,COS/>=r 2 LjcOSI(p, 

i = i = o 1 = 

et en identifiant les termes semblables, 

Enfin, si on remplace Q/ par sa valeur (cf) on trouve 






2(/-^V-f.l) 



On obtiendra — ^ en dîfTérentiaut cette équation par rap- 
port à fl et remplaçant dans le résultat -—S — j^ par leurs 
valeurs déduites de la même équation, et ainsi de suite 
— — — • ■ • » 

Pour calculer les dérivées par rapport à a' on remar- 
quera que a, a* entrent de la même manière dans P, qui 
est par suite une fonction homogène du degré — i de ces 
deux quantités, ce qui donne 
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^, et par la diffëi .«..«...., ^^^ 



d'où Ton déduira ^, et par la difFérentiation, ', » 






37. Développement de la fonction perturbatrice dans 
Vhjpothèse d*orbites peu inclinées et d*une faible ea?- 
centricité. — Considérons l'un des termes de la fonction 
perturbatrice R ou posons (22) 



Soient 






^5 1.' les projections de r, r' sur le plan o^; 
V, v' les angles qu'elles forment avec Taxe des x. U est 
visible que 

p' = ^xJ'—' 2vv'cos(/— v)-|-ï.'*-|-(2'— aj% j^=vsin<;, 7'=j8in/, 



par suite, 
__ ,r I t.i^'cos(/ — v)4-a'2"j 

Les valeurs de t., t.', «^, v'^ z^ z' ne diffèrent de celles qui 
résultent du mouvement elliptique ou qui seraient uni- 
quement dues à Taction du Soleil que par des quantités de 
l'ordre des masses m', m'',..., puisque ces quantités se- 
raient nulles si l'on faisait abstraction de ces masses. Mais 
comme R est du premier ordre en m\ et que l'on peut en 
général négliger les termes du second ordre par rapiport 
aux masses perturbatrices, nous supposerons, dans ce qui 
suit, que «», t.' 5 o, v'5 z^ z' se rapportent au mouvement 
elliptique. 

Gomme nous l'avons fait remarquer au n^ 35, on peut 
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choisir le plan des ocy de manière qu'il comprenne avec 
ceux de ces orbites des angles très-petits; on peut alors 
développer l'expression ci-dessus de R en série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes des petites quantités z^z'^ 
ce qui donne 



R 



t,cos(/ v) 



zz' 3t^'*cos(/ — v) 



i^-^y 



Soient maintenant a, a' les distances moyennes au Soleil 
des planètes m, m'; £, e' leurs longitudes de Tépoque comptées 
à partir de Taxe des a?, en supposant (35) que les plans des 
orbites se trouvent rabattus sur celui des xy] /i, n' les vi- 
tesses angulaires moyennes des deux planètes. 

Posons 

t, =r a (l -4- (T.), 1^' = fl' (1 + a'), 

o = «r 4- 8 -t- X» v' = «'r -H g' 4- x', 

i=oo 

{a^ — 2flfl'cosç-|-fl'*) *= ^ Afcosify 
(«) ( *=o 

1 = 00 

(fl* — 2flû'cosyH-a'*) '= y' Bicosify 

i = o 
ffz=zn't — /ir-4- «' — s. 

Les quantités <7, a', x^ xf, dépendant des excentricités et 
des inclinaisons des orbites, seroiit généralement de petites 
quantités, suivant les puissances ascendantes desquelles on 
pourra par conséquent développer R, et les coefficients Â et B 
ne sont autre chose que ce que deviennent les coefficients P. 

et Q du nuinéro précédent dans F hypothèse v = -• On 

trouve facilement en partant de là que le développement 
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de R a pour expression 



a'* 



I — ffH-2(r' — 3<t"H-. .. 



+ ^Uf2tlzJL.V.. 









COs(jl'f — »*-!-«'—€) 



(0 -.=\ 






^adkr' 



i=o J 









^A, ^ ,dki , 



— 2 '•>'— X (AH-«^^r+fl'^rr'^...)siniy/--»l-+-£'-«). 



En remplaçant dans les fonnnies précédentes a, ^, ^ et g', 
x'« s' par lenrs valeurs en séries de termes périodiques 
respectivement en nty n't^ déduites du mouTement ellip- 
tique la fonction R se trouvera développée en une suite de 
termes de la forme 

«i'Jco$(i'«'f — mf -î-y), 

où J et 7 sont des fonctions des éléments elliptiques de m, 
m indépendantes du temps^ et /, f deux nomlires entiers 
qui peuvent prendre toutes les valeurs posubles entre o 
et oc . 

3& >ous allons maintenant compléter ce calcul en né- 
gligeant lea termes d*un mdre supérieur an deuxième par 
rapport aux excentricités et aux inclinaisons. On a, dans 
cette livpotliè$e« en remarquant que r fait Fangle v — a avec 
la ligne 4aa nmndi et que la projection de cet Mglemr le 
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plan fixe eH « •*-- a, 

v= rf I tang*f sîn*(p — a) h 

V = P — tang* - sin2(p — aj, 

ou, en vertu des équations (22') et (23') du n^ 12, 
t, = a\i — e ces (nt -h s — « ) 

-f- -[t — cos2 (wf -f.fi — «)]M 1 î^sin*(/î^4-« — a) I, 

V = n/ -f- e 4- 2« sm(7îr 4- « — «) 

5 «> 

En comparant ces valeurs avec celles qui sont fournies par 
les formules (a), on trouve 



r= — ecQs[nt -+- s — w) H [i — cos2(«f + e — w)] 

ÎÎ2l?sin^(/îf +e — a), 

(P) ( "* 5 

I x = 2'^sin(/î/-|-8 — «) + -Tc'sin2(/if H-c — w) 
— tang*— sin'(/ï/+ e — a). 

Au lieu de f et a on peut introduire les variables du n^ 35, 

/? = tang9sinay 9 = tang f cos>a^ 
d^où 

tang(p = V/^'-+-î% tanga = -« 

L^équation du plan de l'orbite elliptique peut se mettre 

soua la forme [*). 

z=:qx—px; 

(*) Soit en effet T la perpendiculaire abaissée dn pied de Tordonnées 
sur la ligna des nœuds; o» a 

«:=3ptanffffi, P = rsinfli — xcosa. 
d'où ^ 
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maïs comme R ne renferme que des termes du second ordre 
en z et z'y on peut remplacer dans cette expression ^ et x 
par les parties de leurs valeurs indépendantes de Texcen- 
tricité et de l'inclinaison ou par 

I4? = flcos(/ïr-|-e)» x = asm{nt'+'t)y 
- =:^sin(77^4-e) — pcosÇnt-^ t). 

Il ne reste plus maintenant qu à substituer les valeurs (|3) 
et [y) et leurs analogues relatives à m\ en ayant ëgard au 
mode d'approximation adopté, puis à remplacer les coeffi- 
cients A et B et ceux qui en dérivent par leurs valeurs dé- 
duites du n° 36. Nous nous bornerons à calculer le terme Ro 
de R indépendant du temps et qui nous sera surtout utile 
dans ce qui suit. 

On trouve d'abord sans difficulté 

Désignons par (a, a'), [a, a')', (a, a')*,..,, ce que devien- 
nent les coefficients P., P|, Ptv du n° 36 lorsque l'on y 

suppose V = • Les formules (b) de ce numéro donnent 

(«.«')=«'[i+(i)'|,+(i.^y^+(i.j.|yg-f-...] 

Ta lia» I I I 3 a» 
(a,a)=-a |^_ _-.-_- -.-.^.-_ 

I 3 5 I I 3 5 7 a' 1 . 
4 6 8 2 4 6 8 lo û" J 

Ces séries sont plus convergentes que celles que Ton ob*- 
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tient directement au moyen des mêmes formules (6) pour 

Po = Ao, Pi = Al dans l'hypothèse v = -» et exigent par 

conséquent la considération d'un moins grand nombre de 
termes pour arriver à la même approximation. H y a donc 
avantage à exprimer Aq et Ai en fonction de ces séries au 
moyen des formules (rf) et (c), en y supposant Qo = A^, 
Qi= Al, Po= (a, a!)f Pi = (a, a')'; on obtiendra ensuite 
les valeurs de Bo, Bi ou de Q^, Qi pour P© = A©, Pi = Ai 
au moyen des même& formules. On trouve de cette ma- 
nière 

_ {a' 4- a'') {a, a') 4- 3aa' (a, a')' 

Les dérivées de ces coefficients qui entrent dans l'ex- 
pression de Ro se déterminent, comme on Ta dit au n^ 36, 
par l'application des formules (/) et (g). A la suite de ces 
substitutions, on obtient 

\ ^i r'°-^\:.'!::,f"-^'> ~'K-»). 

ou , en posant 6 = e sin td, c = e cos w, b' = e' sin «', 
c' = e' cos »', comme au n" 3S , 

f R._ (a' + a") (g, a') ■+■ Zaa' (a, a')' 

^|^ aa>(a,a,^(.y(a,a, -|^^^,_^^,^ 

6 
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Si Ton considère plusieurs planètes perturbatrices wl^ 
ni\ m!" y ...,1a valeur totale de R© se composera de la va- 
leur précédente ajoutée à celles qui s'en déduisent en aug- 
mentant d'une unité, de deux, etc., Taccentuation des let- 
tres a', 6', cf. 

39, Des inégalités séculaires et périodiques. — Si l'on 
conçoit que dans les formules {i4), (i5), (i6), (19), (ao) 
du n^ 33 on substitue à R son développement du n^ 37 en 
série de cosinus d'arcs augmentant proportionnellement au 
temps, on voit tout de suite que Rq donnera par l'intégra- 
tion, dans les variations des éléments elliptiques, des termes 
indépendants de la position des planètes, croissant avec le 
temps, et qui constituent ce que l'on nomme les inégalités 
séculaires y parce qu'elles croissent avec une extrême len- 
teur. Ces inégalités sont fournies par tes équations 



dt = — ' ( I — V ï — ^) •~7-^ dt — ?.«»«. -T-î r//, 

e de da 

db = an d\ — b^ — c* • —-^ dt, 
de 

db 
an dH. 

VI— ^ ^^ 

andt dK, 
dg= ■ «—— g/; 

et l'on voit, de cette manière, que le grand axe de V orbite 
n'est soumis à aucune inégalité séculaire. 

Les inégalités provenant des autres termes du dévelop- 
pement de R sont périodiques comme ces mêmes termes, 
et ont reçu pour ce motif le nom S inégalités périodiques. 

Nous allons maintenant étudier les propriétés générales 
des équations (^) ou de celles qui en dérivent. 
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§ IV. — Des inÉGALiTÉs séculaikes. 
40. — Posons 

la lettre Z désignant la somme de toutes les expressions 
semblables à celle qu'elle précède, obtenues en combinant 
entre elles, deux à deux, les masses m, m', m!'^ . . . , et les 
quantités qui s'y rapportent. On reconnaîtra sans difficulté 
que les dérivées partielles de Ro qui entrent dans les équa- 
tions (3) sont ^ales à celle de la fonction 4>, divisée par 
la masse de la planète troublée. Si Ton observe que, dans 

notre système planétaire, les vitesses angulaires n=za ' . . . 
sont toutes de même sens ou de même signe, et si on né- 
glige les termes des ordres supérieurs au premier par rap- 
port aux excentricités et aux inclinaisons, sauf dans l'ex- 
pression de de (pour un motif que nous ferons connaître 
ultérieurement), les équations (3) donnent, en ayant égard 
à la quatrième équation (i4) du n^ 33, 

^ m da 

l d^ ^ . 1 d^ , 
dc = p -^ dt, dq=: ~ — dt', 

6. 
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et de même 

ds' = (i — v' I — ^0 ^»* 1— -n dis 

' '^ m' da 

jLt i d^ , , , \ d^ . 
db' = = -Tj dt, dp'z=i -- rf/, 

de' = = 37> dty dq' = -~ dt. 

41. Théorèmes généraux relatifs aux inégalités sécu-- 
laires. — i^ La fonction 4> consente une valeur con- 
stante. — En effet, on tire des équations précédentes 



d^ 
Tb 


d^ 
db+^dc 
de 


= o, 


d^ 
Tp 


dp^—dq = 


= o. 


d^ 
dp 


^+^*', 


= o, 


d^ 
dp' 


d^' 


= o, 



et, comme 4^ est une fonction de a, b, c, p, q^ al^ ^9 ^9 • • • 9 
indépendante de f , et que les grands axes n'éprouvent pas 
d'inégalités séculaires, on a d^ = o, ou 4> = constante. 

Il est facile de s'assurer que cette proposition a lieu 
rigoureusement ou indépendamment du degré auquel on 
pousse l'approximation; car, en substituant les valeurs 
de Ja, dh^ dc^ dp, dq, da'^ . . • , déduites des formules (3) 
du n° 39, dans la différentielle 

d^ - d^ ,, d^ . d^ _ d^ , d^ , , 
d(b=z-—da + -^db ^•-^dc-^'—dp -h —-dq -h --da'...y 
da db de dp ' dq " da! 

on trouve qu'elle est identiquement nulle. 

2° La somme des produits des masses des planètes par 
les racines carrées des demi grands axes et les carrés des 
excentricités est constante. — Les équations (1) donnent, 
en eflet, la suivante : 

m s/â [bdb + cdc) -f- m'sf^' [V db' 4- c'^c')-f-. . . 
, d^ d^ f.d^ 
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dont le second membre est nul , puisque 4> est symétrique 
en b et c, b' et c', ... ; mais on a 

^» 4- c» = e\ b'* -*- c'» = tf'S . . .; 

il vient donc, en intégrant, 

(2) ^^ /w ^ . c' = constante. 

Si donc cette somme est très-petite à une époque déter- 
minée, elle restera toujours très-petite dans la suite des siè- 
cles, et, par suite, les excentricités des orbites planétaires 
ne pourront pas croître indéfiniment. 

3° La somme des produits des masses par les racines 
carrées des demi grands axes et les carrés des tangentes 
des inclinaisons est constante. — On trouve, de la même 
manière que ci-dessus, 

d'où 

(3) 2 ^ ^ {P^ "^ 9*) =^ ^.^^ tang'f = constante, 

équation qui conduit, relativement aux inclinaisons, aux 
mêmes conséquences que celles que nous avons déduites de 
Péquation (2) pour les excentricités. 
4^ Des équations (i) on tire 

or il est facile de s'assurer que le second membre de cette 
équation est nul ; il vient donc, par suite, 

y^ m^.p :=. constante, 

(4) /et Ton trouve de la même manière 
^^m^.qz=z constante. 
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5^ Relations entre les ^vitesses angulaires des périhélies 
et des nœuds des orbites, — Des équations (i) on déduil 
facilement 

La fonction étant homogène et du second ordre, relati- 
vement à i, c, p^ q^ b\ cf^..,y le second membre de cette 
équation est égal à 2$, qui conserve une valeur constante, 
ainsi que nous l'avons vu plus haut. D'autre part, on a, 
d'après les valeurs de i, cî,77, ^,..., 

edb — bdc =e^dt>y qdp — pdq = tang^^ da. j 
par suite, 

(5) ^m sja.e^ -^ ^"^m sja tang^ep ^ = 2*. 

Mais comme les variations séculaires des excentricités et 
des inclinaisons, en ne conservant que les termes du pre* 
mier ordre par rapport à ces quantités, sont données par des 
formules complètement indépendantes entre elles, on peut 
considérer les excentricités et les inclinaisons comme indé- 
pendantes, et l'équation (5) se décompose dans les deux 
suivantes : 

[^^myfâ.e^ — =z constante, 

(6) \^ 
\^^ms[â tang'y — ,=: constante, 

qui montrent que les vitesses angulaires des périhélies 

— ... et celles -r"' des nœuds des orbites ne pourront 

croître indéfiniment lorsqu'elles seront toutes de même 
signe. 
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6^ Relations entre les variations des longitudes de 
V époque. — On a, d'après la première des formules (i), 

or, 4> étant une fonction homogène du degré — i ep a, al^ 
a!'^ on a 

qui est une constante-, d'autre part, en négligeant les puis- 
sances de Texcentricité siipérieures à la seconde, et ayant 
égard à la première des équations (6), on a 

^Sm\Ja{i^^JT^^)— z= \^m\laè^ — = constante; 

par suite, 

( 7 ) ^^ /w ^ — - = coDstaDte, 

et l'on voit pourquoi nous avons dû conserver le carré de e 
dans dz \ car autrement cette formule ne serait pas exacte 
aux termes du troisième ordre près, approximation avec 
laquelle nous avons établi les précédentes. 

Si, dans Téquation que nous venons d'écrire, on ne con- 
sidère que les termes de — ? — ..., qui dépendent du temps, 

ou ceux de e, e', qui ne contiennent le temps qu'à des puis- 
sances supérieures à la première, on peut faire abstraction 
de la constante du second membre, et Ton obtient, en inté- 
grant, 

( 8 ) \^ m \fâ,tz=, constante. 

42. Les formules {2), (3), (4) peuvent se déduire direc- 
tement et avec la plus grande facilité du principe des aires. 
En effet, en négligeant les masses des planètes vis-à-vis de 



88 TRAITÉ ÉLÉMENTAïaE 

celle du Soleil, ou continuant à supposer (x = i) Téqua* 
tion (4) du n° 24, appliquée aux trois plans coordonnés, 
donne 

2" ( dt j+2i""^( Si j-^' 

(2''' i— 57— j + 2'"'^ ( 5? )-^ • 

En égalant deux expressions de Taire élémentaire dé- 
crite dans le mouvement elliptique, en projection sur le 
plan fixe xy^ on a 

ydx — xdy^zz ^a{\ — tf')cosf£&, 

relation qui s^applique aussi au mouvement troublé, en 
considérant a, e, cp comme variables, en vertu des inégali* 
tés séculaires. La première des équations (A) donne, par 
suite, en négligeant les termes du second ordre par rapport 
aux masses, 

(B) ^m>ia(\-^é')iio%^=Z, 

d'où, en ne conservant que les termes du second ordre rela- 
tivement aux excentricités et aux inclinaisons, 

2 ^ ^ (^ -♦- tong*y) = constante, 

et cette équation se décompose dans les équations (2) et (3), 
en ayant égard à l'observation faite à Foccasion du théo- 
rème 5 du numéro précédent. 

Les deux autres équations (A) donnent de la même ma- 
nière 

2 'w v'fl(i — €p\ siny cosot = C, 
2 ^ V«(i — e*) sinç cosa = C" ; 
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et l'on retombe sur les formules (4) en négligeant les car- 
rés des inclinaisons et des excentricités et en se reportant 
aux valeurs ;? et ^ du n** 35. 

On reconnaîtra facilement que le plan invariable ou du 
maximum des aires est déterminé par les formules 

taDg9sino= p-= ^ ' 

y^ m ^a(i — ^) cosy 

^, ^^'n^a(i — tf^)siDfCOSa 

tangOslDtr = — - = ; 

V* m ^a[i — e^) cosy 

Q étant son inclinaison sur le plan x^ et t7 la longitude de 
sou nœud comptée à partir de Taxe des x. 

43. Propriétés des inégalités séculaires dans le cas par- 
ticulier de deux planètes agissant Vune sur Vautre. — 
Supposons que deux planètes soient assez éloignées des au- 
tres corps du système solaire pour que ces derniers n'aient 
sur elles aucune influence sensible, ce qui a lieu à très-peu 
près pour Jupiter et Saturne. 

Si Ton ne considère que les inclinaisons, on pouri'a, 
comme nous l'avons fait remarquer au n^ 41 (théor. 5), 
faire abstraction des excentricités; et comme a, a' sont 
constants, la condition 4> = constante se réduit à 

constante = (/? — p'Y-^{9 — <l'Y 

= tang^y' -+- tang'f — 2/?/?' — 2^^'. 

Soit à une époque déterminée y l'inclinaison de l'orbite 
de m! sur l'orbite de iw, choisi pour plan fixe, et prenons 
pour origine de l'angle a l'intersection de ces deux plans. 
A un instant quelconque, on aura 

la caractéristique d indiquant des termes de Tordre dés 
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masses m, ni y et dont nous obligerons les puissances supé- 
rieures à la première. LVquadon ci-dessus devient 

— 1 5<p = o, 



cos*7 

ou, en supposant y assez petit pour que Ton puisse en négli- 
ger le carré, 

^y' — ^^ = ^ (^' — ^ ) =r o, 

ce qui exprime, en raison du mo^e d'approximation adopté, 
que V inclinaison mutuelle y des deux orbites reste con- 
stante. 

La cinquième des formules (i4) du n^ 33 donne avec la 
même approximation 

et l'on voit ainsi que le moui^ement angulaire des nœuds 
de l ^orbite de wl sur le plan de V orbite de m est uniforme. 
Supposons maintenant que l'on prenne pour plan fixe un 
plan intermédiaire entre ceux des deux orbites, et passant 
par leur intersection à une époque déterminée. On a 

doL I d^ 

^^ m y/rt ( I — e^ ) sin y ^? 

da' I d^ 

^ "* /w' s/a\i-'e'') sin<p' ^' 

or, en remplaçant dans 4> les quantités p^ y, p', q' par leurs 
valeurs tirées du n° 35, on trouve, aux termes du second 
ordre près en cf et y', 

d<t> d<b ^ 

d<f do' 

ce qui montre déjà que les rotations -7-5 -j- des nœuds des 

dt dt 

deux orbites sur le plan fixe sont de sens contraire. 
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Maintenant, si on choisit pour plan û^e celui du maxi- 
mum des aires, on aura 



(C) m^a{i — c^jsiDf = m! ^a! (i — e'^) sin^', 

d'où 

da _ doJ 
dt '^ dt' 

et, par suite, Tintersection des deux orbites restera toujours 
dans ce plan. 

L'équation (G) et l'équation (B) du numéro précédent 
font voir que, aux quantités près du second ordre, les incli- 
naisons des deux orbites sur le plan du maximum des aires 
restent constantes. 

44. De la stabilité du système solaire» — i** Les grands 
axes des orbites n^éproui^ent pas de variations séculaires 
du second ordre par rapport aux masses. 

Nous avons déjà vu que les grands axes ne sont pas sou- 
mis à des inégalités non périodiques, en ne tenant compte 
que de la première puissance des masses m, m\.,.. Sans être 
censé connaître cçtte propriété, nous allons la démontrer 
en ayant égard à la fois aux termes du premier ordre et du 
second ordre, par rapport à ces masses. 

Supposons que R représente Fensemble des termes du 
premier ordre de la fonction perturbatrice que nous dési- 
gnerons parR,, et soit 5R l'ensemble des termes du second 
ordre, nous aurons 

Pour plus de simplicité nous ne considérerons que deux 
planètes, le raisonnement relatif à ce cas pouvant égale* 
ment s'étendre à un nombre quelconque de planètes^er- 
turbatrices. 

On peut supposer que dans R les coonlonnées de m 
sont exprimées en fonction de a, e, e, w, p, q et ^substitué 
à f et que celles de m* dépendent des mêmes éléments rela- 
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tifs à cette planète, et alors dB. ne sera autre chose que 
r accroissement que prendra R lorsque l'on fera subir à ces 
quatorze quantités des variations du premier ordre par 
rapport aux masses m, m\ . . . , et que nous désignerons 
également par la caractéristique S. 

La première des équations (i5) du n^ 34 donne, en né- 
gligeant les termes du quatrième ordre, 

l ia = 2, /(a-4-5fl)'dR, = 2a' / dR,-f-4 hadK 

Soit 

m' J cos (i'n't — int +J) 

l'un des termes de la série dans laquelle nous avons vu (37) 
que la fonction R peut se réduire. Si nous considérons Sa 
comme représentant la variation du demi grand axe cor- 
respondant à ce terme, il suffira de supposer dans la for- 
mule précédente 

R = m'J cos (i'n't — ine-\-J)y 
d'où l'on tire, 

dR = w dt=zm'Jin sin [i'n't — int H-y) dt, 

a{^nt) 

et 

/*«. fn 3 ,in / ., , . .» 

dR=r — -rn r-cos(«Vr— î/î/-+-y , 

Ces deux intégrales ne renfermeront pas de termes propor- 
tionnels au temps, si iV — in est différent de zéro, ou si, 
comme cela a lieu dans notre système planétaire, les mou- 
vements moyens de m, m! sont incommensurables. Le pre- 
mier et le troisième terme de d a ne constituent donc que 
des inégalités périodiques. Mais si le rapport de n à nf, sans 

être incommensurable, diffère très-peu de tj i'nf — in deve- 
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nant< très-petit, ces deux inégalités seront considérables, 
yarieront avec une grande lenteur, et seront de la nature 
de celles que nous avons nommées inégalités séculaires. 
Les irrégularités considérables que présentent les mouve- 
ments de Saturne et de Jupiter, et qui pendant longtemps 
sont restées inexpliquées, sont dues à cette cause ou à ce que 
cinq fois le moyen mouvement de la première de ces pla- 
nètes étant sensiblement égal à deux fois celui de la seconde, 

la quantité 5w' — un est inférieure à -j* 

En laissant de côté ces inégalités périodiques, la valeur 
de $a se réduit à 

et l'on a, en remarquant (34) que d^ =z ndt^ 

ndt da de de dp '^ dq ^ 

dK .. dR . , rfR . , ^R ^ , «^R j / ^R . , 

En ne tenant compte d'abord dans l'expression àeda que 
du premier terme de cette valeur, on a, eu égard à l'équa- 
tion (i8) du n° 34, 

quantité qui n'est composée que de termes périodiques, 
car en y substituant à la place de R le terme 

m' J ces ( ï'/i' t — int H- y ) , 

on trouve pour résultat 

3 



rn — in \i'n' — in ) ^ ' 

Considérons maintenant la somme des cinq autres termes 



■/7I 
2 



an 



■an 
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de R qui renferment les variations des mouvements ellipti- 
ques de m, abstraction faite des autres termes ; on obtient, 
en remplaçant les variations par leurs valeurs déduites de 
l'intégration des équations (i4) et (19) des n^' 33 et 34, 

\du> J ae de J dfù ] 

sji — e^ \dp J d(/ dq J dp )' 

en se rappelant (34) que la dérivée — doit être prise sans 

faire varier n. 

Cette expression se trouve ainsi composée de quatre 

termes de la fonne ( X / Ydi — Y 1 XdtU X et Y étant 

une suite de termes de la forme iw'Jcos (i'nft — ini +7)5 
mais si 

d(x Crdi—Y fxdt\ 

renferme des termes non périodiques, ils ne peuvent résul- 
ter que de l'association de termes de X et Y tels que 

iw'Jcos(i'/î'^— int -hy), m'J'cos(iVr — int-\-/) 

ayant le même argument i^n! — in. Or, ien substituant res- 
pectivement ces deux termes à la place de X et Y dans cette 
expression, et effectuant Fintégration, on obtient un résul- 
tat identiquement nul. Ainsi donc le grand axe de l'orbite 
n'éprouve pas de variations séculaires provenant des inéga- 
lités mêmes des éléments de cette orbite. 

Il nous reste maintenant à voir ce que donnent dans dR 
ou $a les variations des éléments elliptiques de 77/. Si Ton 
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élimine l'action mutuelle de m. m! entre la fonction Ri et 
la fonction perturbatrice R'^ de m'^ exprimées toutes deux 
en fonction des coordonnées des planètes (21), on trouve 

On démontrera, en suivant la marche adoptée plus haut 

relativement aux termes de dR dépendant des éléments 

m! 
elliptiques de m, que la portion — 5R' de cette variation 

due aux inégalités du mouvement elliptique de m! ne donne 
que des termes périodiques dans da ; de sorte que l'on est 
ramené à supposer 

Or les équations (3) du n^ 21 donnent 

f X m' d^.v mm' x m' rfR, 

et l'on aura des équations pareilles pour les deux autres 
coordonnées de m, ni. Si Ton fait la somme des équations 
en a:, y^ z ainsi obtenues, multipliées respectivement par 
xf^jr'j si et que l'on en retranche la somme des équations 
en od^y^ z' multipliées par ar, j^, z^ on trouve 

m' d Ixd'x — x'dx -f- ydy' — y'dy-\- zdz' — z'dz)\ „ 

*— jf Â \ dt j -^ ^' 

en posant 

m'^ {xx' + yy' -^zz') mm' (xx' ^-yy' H- zz') 

■~ "m J^' m 7^ ' 

m'/^dK, dB:, ,dïi, cIR\ ,^R, dUA 
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Si Ton fait d'abord abstraction de F, on a 

^^•=M^i dF^ j' 

et cette intégrale, par suite son terme du second ordre 

1 ddRi, ne peut renfermer que des termes périodiques, 

de sorte qu'aucun de ces termes ne pourra acquérir une 
valeur sensible au bout d'un temps plus ou moins long. 

Nous n'avons donc plus qu'à supposer R^ ==F ou 5R=:F, 
puisque F est du second ordre par rapport aux masses; 
mais on peut remplacer dans cette fonction les coordonnées 
des planètes par leurs valeurs qui résultent du mouvement 
elliptique^ et les équations de ce mouvement donnent 

r» ~' (M-hiii)<//» ' 

xx' -h yj' H- zz' xd^x^ -^yd'^y' H- zd^z' 

équations dont les seconds membres ne peuvent renfermer 

de termes non périodiques, puisque, les coordonnées de m 

et de m' ne dépendant respectivement que des angles nt^ n'u 

il est impossible que les moyens mouvements disparaissent 

d^a/ d^x 

dans les produits tels que x -rj-^ ^' TT'"'* Nous sommes 

donc ramené à poser 

La dérivée -r-^ étant supposée développée en une suite de 

sinus et cosinus d'arcs multiples de Ti'if, nt, et x^ ne ren- 
fermant que des termes périodiques dépendant de nft^ pour 

obtenir dans le produit x' -7— ^ des termes non périodiques, 
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il ne faut considérer dans — que des termes indépendants 

de nt. Mais alors les résultats obtenus disparaissent par la 
différentiation d ; il n ^ a donc pas lieu de tenir compte 

de xf —9 ni, par le même motif, dey' — > z' — • Un rai- 
sonnement analogue fera voir que les trois autres termes de 
iK ne donneront également dans $a que des termes pério- 
diques^ et le principe énoncé se trouve enfin démontré. 

ÀTant de terminer, nous remarquerons que les moyens 
mouvements des planètes ne sont pas non plus soumis à 
des inégalités séculaires du premier et du second ordre, 
par rapport aux masses des planètes ; c'est ce qui résulte 
de la formule 



a** En ayant égard aux termes du second ordre par 
rapport aux masses, les excentricités et les inclinaisons 
mutuelles des orbites planétaires resteront toujours très- 
petites, quelque loin que Von pousse les approximations 
relatii^es à ces quantités. 

Si nous nous reportons au n^ 42, nous aurons 

or, en négligeant les termes du quatrième ordre par rapport 
aux masses, ainsi que les inégalités périodiques, le second 
membre de cette équation est constant; car, par exemple, les 
coordonnées y et a/, estimées dans le mouvement elliptique, 

ne dépendant respectivement que de nt^ rit^ le produit j'- -^ 

ne peut pas renfermer de termes où les moyens mo^^ve- 
ments se détruisent. Il vient donc 

V m ^a (i — c'J cos(p = constante; 
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les deux dernières équations (A) du n° 42 donnent de même 

^^ /w y/« ^ I — ^' ) siny cos a = constante, 

X* m ^fl(i — e^) siny sîn a =r constante. 

Si, pour simplifier, nous ne considérons d'jabord que 
deux planètes m, m' dont les orbites fassent entre elles 
Tangle y, on a 

co87 = cos(pcosf' + &inf sin^'ços(a — a'), 

et en ajoutant membre à membre les carrés des trois équa- 
tions ci-dessus, 

inî^a (1 — é^) -4- m'^a[} — e*^) 
-t- 2 mm' ^aa! ( 1 — c» ) ( 1 — ^ '») ces 7 = constante ; 
mais on a 



^ / r «^ 



14- V» — ^* I -f-v/ï --^' 

sin»7 { 

c0S7=i 9 fl'=/îfl'; 

i -f- C0S7 

par suite, en faisant passer toutes les constantes de l'équa- 
tion (D) dans le second membre^ 

im^aé^ -f m'^ne'^ -h imm' a^a'^nn' 
\ é'^Ji—t^ e'^sji — e'^ sin'v 1 
Xl — rQS7H ros7H '— |=const. 

La constante, qui est du quatrième ordre en e, efy y, m, m', 
est très-petite, d'après les valeurs mêmes de ces éléments 
qui résultent des observations actuelles *, et comme les vi- 
tesses angulaires n^ ri sont de même sens ou de même 
signe, tous les termes du premier membre de l'équation 
sont positifs 5 d'où il suit que les quantités e, e^, y resteront 
toujours de petites quantités comme elles le sont maintenant. 
On arriverait au même résultat en considérant un nombre 
quelconque de planètes /w, m', rri\ . . . , puisque chacune 
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d'elles ne fait qu'ajouter au premier membre de Téqua- 
tion (£) des termes semblables à ceux qui le composent. 
Ainsi donc, la stabilité du système planétaire est assurée 
par rapport aux grands axes, aux excentricités et aux incli- 
naisons des orbites, en ayant égard aux termes du second 
ordre par rapport aux masses perturbatrices. 

4f5. Calcul des inégalités séculaires dçs excentricités 
et des longitudes des périhélies, — Dans ce qui suit nous 
ne tiendrons compte que des termes du premier ordre par 
rapport aux masses perturbatrices, aux excentricités et aux 
inclinaisons. Si l'on adopte les notations symboliques 



[«',«•]=- 



a ^ a 






= — Zm''a'n 



et si l'on substitue dans les troisième et quatrième équa- 
tions du n° 39 la valeur de R©, déduite du n® 38, on trouve 



g = |[a,fl^] + [a,^^^] + ...}^- h, a'\ c'- \a. a'\ c"'-... 



de 

dt 

et, de même, 

db' 



'^ = \[a',a-\^W,a"]^...\ 



d-- 



de 



^4- 



5 = -{[«',^]-h[«',a'']+...jô'- 

Ces équations sont linéaires, et c'est là l'avantage de la 
transformation au moyen de laquelle nous y sommes ar- 
rivés et qui est due à Lagrange. On y satisfera en posant 

b = Ki\n(ht^h)y c = k cos [ht -H X), 
b' = XaL'mi[ht^k), c' = Aa'cos(/i< + ^), 
b"=i Aa"sin(^f -h k), c" = k<x." co%[hi -^ h), . . . , 

h, A, A, a', a",. . . , éunt des constantes, et Ton trouve, en 

7- 
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substituant ces valeurs, 



Le nombre de ces équations est égal à celui n des planètes 
ou des constantes A, a', a!\ • • . , dont elles détermineront 
les valeurs. L'équation finale en h sera du n***^ degré et 
donnera, par conséquent, n racines ^i, As,..., à cha- 
cune desquelles correspondront les systèmes de valeurs 
(«1 , «',,«",... .), (a,, a,, a^,...) de a, a', a'',..., mais 
A reste indéterminé ainsi que A. 

Les 2 71 équations différentielles (9) seront donc vérifiées 

par 

^=A,sin(A,f-f- X-,) -+-A2sin(/i2f-f- X-,) 4-. . ., 
c = A, cos(^,f H-X-,) -h AjCos(//ar -+- A-,) -h. . . , 
ô' = A,a, sin(^,rH-^,)4-A,a, sin(^.,r-4- /•,)+..., 
</= A,a, cos(//,f -H X'i) 4- Aja, cosfAjr-h A-,) +. . ., 

et ces expressions en sont les intégrales générales, puis- 
qu'elles renferment 2n constantes arbitraires Ai, Aj,. . ., 
/tj, Aj , . . . , qui ne pourront se déterminer que par l'obser- 
vation. 

Les valeurs de i et c étant supposées connues, on en dé- 
duit celle de e de la formule 

e2=ô2-Hc2=Aj4-Aî+... + 2A,AaCOs[(A,— ^,)f4-/-2— Xi]-f....» 
et Ton aura ^<;(A, -H Aj -|- . . . )* 

si les cosinus qui entrent dans le second membre de e* sont 
tous réels ; en d^autres termes, les excentricités des orbites 
pourront, à la longue, éprouver des altérations appréciables, 
mais qui néanmoins resteront toujours de très-petites quan- 
tités, si les racines Ai , A, , . . . , sont toutes réelles et iné- 
gales, et c'est ce qui a lieu. En effet, si nous supposons que 
quelques-unes d'entre elles soient imaginaires, b renfer- 
mera un nombrefini de termes de la forme B.E^^, E étant 
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la base du système de logaritlimes népériens, B et y des 
constantes réelles; soient CE^', B'E^^ C'E^^'..., les termes 
correspondants de c, i', c', . . . , les coefficients C, B', C',..., 
étant aussi des quantités réelles-, e', e'',. . ., contiendront 
respectivement les termes E*y'(B'+C*),E'>''(B'*-}-C"),...; 
le premier membre de Téquation (a) du n® 41 renfer- 
mera par suite le terme 

qui ne se réduira avec aucun autre, si y est le plus grand 
des exposants de E; par conséquent, pour que leprenïier 
membre de cette équation soit égal à une constante, il faut 
que 

nf V^fB'V C») H- /w' v^(B'' -h C-*) -h. . . = o, 

ce qui exige que 

B = o, C = o, B' == o, C = o, . . . ; 

Féquation en h n*a donc point de racines imaginaires. 

Si cette équation avait des racines égales, b contiendrait 
un nombre fini de termes de la forme Bt^, et si C«^, Bft^ 
C V, . . . , sont les termes correspondants de c, b\ c', . . . , 
le premier membre de Féquation (2) du n°41 renfermerait 
le terme 

^^^[m V'Ï(B^-+. C») -+-/W' v^(B'* -h C») ■+-. . .], 

et Ton prouverait, comme plus haut, que B = o, C = o, . . . . 

L'équation en h ne peut donc avoir que des racines réelles 

et inégales. 

Pour calculer la longitude du périhélie, on a 

b A., sin (//, r -h X-, ) -+- A, sin ( A,f -4- A-j) -j- . . 

tang 0) = — z= i ^ 

^ c A,cos(//,r-hX-,)-f-A,cos(//2< + /j;-h. .. 

ou 

tang(&> — hit — /•,) 

__ A,sin[(Aa--A,)^4-^i — A-,]4-A3sin[(^3 — ^.)^-4-X-3— Xa]4". . » ^ 
""A,cos[(^a— /i,)r4-X", — /r,]-hA3COs[(^3 — /'i)^4-X'3— A-J-h. . .* 

Si, en ne considérant que les valeurs absolues, on a 



loa 
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Ai> A, + As 4- . . . , le déûomififtteur de Texpression pré- 
cédente ne pouvant devenir nul, les oscilla tionîT de l'angle 
(ù — hit — kl ne pourront dépasser les limites 90 et— gode- 
grés, et^i t -f- kl représentera le mouvement moyen du pé- 
rihélie. Mais dé ce cfts particulier on ne peut rien conclure 
de général, et les périhélies pourront se déplacer d^un mou- 
vement varié mais très-lent (41), sans que Ton puisse assi- 
gner des limites à leurs déplacements séculaires. 

Dans les applications on opère d'une autre manière 
pour calculer les inégalités de e et de ci>; on emploiâ'à cet 
effet les troisième et quatrième équations (i^J du n^ 33 
dans lesquelles on substitue à la place de R P^xpression (2') 
de Ro donnée au n^ 38^ on trouve ainsi 

~ = [fl, a^"| g^sin( 6)^ — 0)) -4- |g, a" \ e^s\n ((»" — ia)^ 
~ = \a\ a\e sin (w — w') + [ a', a" [ e^sin (w" — «' ) -h . . ., 



(10) 



)-4-..., 









^[a,a']^[a, a"]^...^ 



a, €l'|~cos(<a — 0)') 



— a, aA — cos(«" — «) — . 

ci ta \ \ 6 

— = [a\ a] -+- [«', a''] 4- ... — \a\ a\ ^ ces (w — w') 



I itf" 

I a' y a" I -7- ces (»'' — «')—. 



On pourra, avec une approximation suffisante pour plu- 
sieurs siècles avant et après l'époque choisie pour origine 
du temps, intégrer ces équations en donnant dans les se- 
conds membres à e, e', . . . , w, «',..., les valeurs qui se 
rapportent à cette époque. 

Si l'on veut obtenir des valeurs plus exactes, il suffira de 
remarquer que e et o) deviennent, au bout du temps t, 
t^ d^e d(à i" rf'w 



de 

dt 1.2 



dt^ 



d(ù 
dt 



1.2 dt' 
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etcomme les ëquations (lo) donnent, par ladiffërentiation^ 
I I , d^e d*e d^ta //»w ; - 

les valeurs de "^'^'•"'•jT» ~5?'*"' ^^ pourra eieudre, 

aussi loin que Ton voudra, les deux séries précédentes. 
Mais il suffit, dans la comparaison des observations les plus 
anciennes que nous possédons, de s'arrêter au troisième 
terme de ces séries. 

46. Calcul des inégalités séculaires des inclinaisons et 
des longitudes des nœuds* — Si Ton opère comme au 
numéro précédent, on obtient, selon que l'on emploie les 
équations du n° 39 ou celles du n° 33, 

i^=:=^{[«,a']+[a,a-]...|^-|-[^,«']9'H-[/»,a''J^-'-h..., 



avec les relations 

tangç = s/p^-h q\ tanga = ~, 
ou 



d9 

-^= [a, û']tang(p'sin(a — a') -h [a,fl"]tang(p"sin (a — a")-f-..., 



(to') { do. 



Les équations (9') s'intégreront comme les équations (10) 
et conduiront respectivement pour cy et a aux conséquences 
auxquelles nous sommes arrivé pour e et w. 

Les équations (10'), traitées comme les équations (10), 
permettront de calculer par approximation les valeurs dç ç 
et a. 

Pour rendre immédiatement applicables aux usages astro- 
nomiques les formules qui donnent les inclinaisons et les 
longitudes des nœuds, il faut leur faire subir une modifl- 
cation, en raison de ce que les astronomes ont coutume de 
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substituer le plan mobile de récliptique au plan fixe auquel 
nous avons rapporté jusqu'ici les orbites planétaires. Sup- 
posons donc que m représente la Terre, et soient z% x\y' 
les coordonnées de m! par rapport à un plan fixe supposé 
peu incliné sur les orbites du système planétaire, et z l'or- 
donnée du point de l'écliptique correspondant aux abscisses 
x', y. On a (38) 

a' = q'f — p'x\ z = ^/ — px' 
et, pour la hauteur z^ de m! au-dessus de l'écliptique, 

en négligeant les termes du troisième ordre par rapport 
aux inclinaisons \ mais si f , , a ^ désignent l'inclinaison et 
la longitude des nœuds de m! sur Técliptiqùe, on a aussi 

z, r= f tangtp', ces a, — a:' tangy', sina^, 
d'où 

tang y , ces a , = ^' — y, tang (p', sin a , = /?' — /?, 
et 

tangîi = ^{p'—pY-h{q'-q)\ tang«'. = ^^, 

formules au moyen desquelles on calculera (f\ et (x.\ , dès que 
. l'on aura obtenu p, p', ^, (f. 

Si nous prenons maintenant pour le plan fixe celui de 
l'écliptique à une époque déterminée, on a 

p = Oy q = o\ 

par suite, 

p' 
tanga,=^ = tanga', 

et 

dt^\ =^[dp' — dp) sin a' 4- {dq' — dq) cosa', 

, [dp' — dp) cosa' — {dq' — dq ) sin a' 

en substituant à dp^ dq^ dp^^ dq' leurs valeurs fournies 
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par l'ëquation (lo'), on trouve 

^= {[«',«"]-[«, «'']jtangç"8in(«'-«'') 

+ |[a', «•] — [«, a"]! tangf"'sin(«'—«'') +..., 

^ = -\[a',a] + [a',a-]+...\-[a,a'] 

-+-iKa'']-[«.«'']}5fcos(a'-a")+..., 

On aura pour les masses m^\ m'^',..., des formules ana- 
logues, exactes, comme nous l'avons fait observer plus haut, 
aux termes du troisième ordre près par rapport aux incli- 
naisons. 

47. Calcul des inégalités séculaires de la longitude de 
r époque. — Pour calculer ces inégalités, nous reprendrons 
la seconde équation du n^ 33, dans laquelle nous rempla- 
cerons Ro par sa valeur (2') du n° 38. Si Ton adopte les 
notations symboliques 



7^ __ m'an[7La^ [a, a') -4- Zaa'(a, a')'] 



^IZ) = (a'^^a^V 



^ j. m'an[iia^a'^{ay a') — 3(3fl»fl' — û'û'») (a, a')' 

man[6a'a'^[a, a') — Za^a' (g, a')'] 



et si l'on néglige les puissances de e = si h* 4- c* supérieures 
à la seconde, on trouve 



dz 



en ne considérant pour simplifier que deux planètes, tout 
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ce que nous dirons dans cette hypothèse pouvant facile- 
ment s'étendre à un nombre quelconque de planètes. 

Si, comme dans le calcul des inégalités des autres élé- 
ments de l'orbite de m, on n'avait eu égard qu'aux premières 
puissances des excentricités et des inclinaisons, l'équa- 
tion (i i) n'aurait donné, par l'intégration, qu'un terme pro- 
portionnel au temps qui, dans l'expression de la longitude 
moyenne, ne ferait que modifier le mouvement moyen; de 
ou $e ne peut donc dépendre, par suite, que des termes en 
e* et 9*, que nous avons dû dès lors conserver. 

En remplaçant, dans l'équation (ii), les quantités £, b'j 
c, (/ par leurs valeurs approximatives limitées à la première 
puissance du temps, et calculées conformément à la méthode 
indiquée au n^ 45, on obtient un résultat de la forme 

A et B étant deux constantes dont les valeurs sont connues; 
on tire de là, en intégrant, 

et l'on a, pour la longitude moyenne corrigée, 

Le terme Knt ne fait qu'augmenter le moyen mouvement 
primitif dans le rapport de i -f- A à i, et le moyen mouvement 
corrigé semblera répondre à la distance moyenne corrigée 



;-•, mais comme A est une très-petite quantité, puis- 

(« + A)' 

qu'elle est de l'ordre des masses m, m',..., il ne résultera de 
là qu'une correction insensible, dont il est inutile de tenir 
compte dans les distances moyennes. 

Il faudra au contraire lenir compte du terme Bt*, qui con- 
stitue une véritable inégalité séculaire dans g, par suite dans 
la longitude moyenne*, toutefois, comme le coefficient B est 
du second ordre par rapport à m, m', iJ y a tout lieu de croire 
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quMl sera toujours peu considérable. Ainsi, dans la théorie 
de Jupiter et de Saturne, qui sont les deux planètes dont 
les perturbations sont les plus considérables, on a pour Ju- 
piter, t étant évalué en années juliennes, 

^1 = — o^ ,000000 325o /% 

d'où l'oit tire pour Saturne, au moyen de l'équation (8) du 

n** 4-1 mise sous la forme m^a$e + m' ^âef = o, la valeur 

^«' = 0'' ,00000 i5i i^t^i 

ceâ deniL inégalités ne s'élevant pas à -^ de seconde par 
siècle, sont insensibles pour les plus anciennes observations 
qui nous sont parvenues. 

Mais le même terme B«* devient très-sensible pour la 
Lune troublée par le Soleil dans son mouvement autour de 
la Terre 5 on a en effet 

^g = o", 00 102066^% 

soit environ 10 secondes par siècle, ce qui s'accorde assez 
bien avec robservalîon, qui donne à peu près 9 secondes. 

On peut obtenir l'intégrale exacte de Téquation (11) dans 
le cas de deux planètes; on a en effet, d'après les valeurs 
de i, J', c, cf données au n° 45, 

6»-|-c» = a; -h a;-+-2A, A2C0s[(A, — '/h) f-j-^i — /,], 
^'«4- c" = AJaV + AJ aV -f- 2 A, A,a>',cos[(A,— /i,>-|- A-,— X-J, 
by-^ cc' = Al a I H-AJ «a 4-A, A^ (a , + a,)cos[(A,— A,)f -4- A-,— / J; 

en substituant ces valeurs dans l'équation précitée, on ob- 
tient un résultat de la forme 

rf« = M/î<*-+.Ncos[(A, — ^,)r-4-A^ï — X,], 

M et N étant deux constantes dont les valeurs sont con-- 
nues; d'où, en faisant abstraction du terme Mtz^ conformé- 
ment à ce que nous avons dit plus haut, 

N 
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Cette inégalité séculaire est piériodique comme celle des 
autres éléments elliptiques-, mais sa période qui dépend de 
l'argument h^ — h^ est extrêmement longue et est égale no- 
tamment à 70414 années pour Jupiter et Saturne. 

48. Remarque relatwe aux inégalités périodiques. — 
Ces inégalités, qui correspondent aux termes périodiques 
deR dans les formules du n^ 33, étant toujours très-faibles, 
et n'étant en quelque sorte que passagères, sont de peu 
d'importance en Astronomie •, c'est pourquoi nous ne nous 
en occuperons pas. Nous nous bornerons à faire remarquer 
qu'on les détermine en intégrant les équations précitées 
dans les seconds membres desquelles on regarde les élé- 
ments elliptiques comme constants. Cette approximation 
est d'ailleurs suffisante pour un grand nombre de siècles, 
avant ou après l'époque prise pour origine du temps. 

§ V. — Des perturbations du mouvement elliptique des 

COMETES. 

49. Les excentricités et les inclinaisons sur l'écliptique 
des orbites des comètes étant considérables, on ne peut plus 
appliquer, pour calculer leurs perturbations, le procédé que 
nous avons adopté pour les planètes, et qui est essentielle^ 
ment basé sur le développement en série de la fonction per- 
turbatrice, ordonné suivant les puissances ascendantes des 
excentricités et des inclinaisons. 

La méthode dont on fait alors usage consiste à partager 
l'orbite en portions suffisamment petites pour chacune des- 
quelles on calcule, à l'aide des formules connues de qua- 
dratures par approximation, les altérations produites par 
les forces perturbatrices, exprimées en fonction des coor- 
données de la comète et des planètes perturbatrices. 

50. Variations des éléments du mouvement elliptique 
des comètes, — En négligeant les carrés des forces pertur- 
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batricesy comme nous le ferons dans ce qui suit, on est 
ramené à déterminer les variations des éléqients elliptiques 
de Torbite cométaire, dues à chacune des planètes pertur- 
batrices, comme si elle agissait seule. 
On a dans le mouvement elliptique 

I/îf -H « — w = w — esinuy 
r = i ; r =rfl(l — -CCOSIt), 
i+tfcos(c — «) 

d'où 

I — e CCS u , rdii | , 

dt = du = z= ra^ du^ 

n an 

X =rsin(p — w) = M(cosa — e), 

(2) / y =rsin(f — a)) = a^i — e'sinwf, 

y 
dx=. — a sin udu = du , 



dy=z a^i — e^cos udu =: ^i — e^{x-h ae)duy 

formules qui sont encore applicables au mouvement 
troublé. 

Nous choisirons pour plan des xj celui de l'orbite de 
la comète à une certaine époque prise pour origine du 
temps, de sorte que z, c', (/' et (f sont de l'ordre de la force 
perturbatrice. 

Désignons par 

dx djr dz 

les composantes parallèles aux trois axes coordonnés de Ja 
force perturbatrice, X, Y, Z étant des fonctions des 
coordonnées de la comète m et de la planète perturba- 
trice m'. 

Dans le mouvement troublé, les aires décrites en pro- 
jection sur les plans coordonnés ne sont plus constants 
et (14) c, c', c" renferment respectivement comme parties 



(A) 
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variables les moments de rîmpulnoa de la force periurba- 
trice par rapport aux axés des z^ des jr et des x\ dé même, 

le terme - et réquation des forces vives (4* équation (3) ^du 

n° 28) renferme comme partie variable le double du travail 
de la même force pris en signe contraire. On a donc, d*après 
le mode d'approximation adopté, 

de = m'iYx - Xj) dt=m'ra^[Xx — Xj) du, 

(3) \ dd z=: — m'Zxdt=^-' m'ra^Zxdu, 

d(^ = m'Zydt = m'ra^ Zydu , 

ou 
rf«=2iiïV(Xrf:c-4- Y<r) =: , [— Xj-hY(^+tfg)(i - e')]dit, 



= 2m'a^ ( — X sin a 4- Y y I — e^ cos u) du , 
d'où l'on déduit, au moyen de la relation n^ = a~', 



(A,) dn = Zm'à'n (X sm a — Y y i — ^' cos a ) du. 

On a (28) 

taDgf=: > rang a = > 

et, en négligeant c'* et (/^' devant c, 



(4) X' = r=y^«(i-^), 

et si Ton pose, comme au n° 35, 

taDg f sin a = /7, tang ^ cos a = 9, 
on trouve pour déterminer les variations de ^ et 9 

I_ de?' __ m'ryZdu 
_ -^dc' _ m'rxZdu 
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L'équation (4) donne par la différentiation^ en ayant 
égard à la première des formules (3), 



{i^e')da — aede = 2 sla(i—e^) [Yx — Xj) dt 
= na^ i — <?^(Yd? — Xjr)rdu^ 

et, en remplaçant da par sa valeur, on obtient 



( A'' ) de = m'a >/ 1 — c ^ [(Y a: — X7 ) ces w H- Y r] û?a. 

Si l'on djfférentie l'équation r = a (i — e cos i/) dans le 
mouvement troublé et dans le mouvement elliptique, et que 
l'on fasse la différence, on arrive au même résultat que si 
on l'avait différentiée en faisant uniquement varier les 
constantes. Il vient donc, en désignant par du la portion de 
la différentielle de a dépendant de da et de^ 
,^. T ade COS u — dad — ecosu) 

(5) dUZ= ;- 

ae sm u 

Si l'on différentie de la même manière, par rapport aux 
constantes, la valeur de sin (v^ — &>) résultant de la seconde 
équation (i), en ayant égard à celle de cos (f^ — &)), on 
trouve 



(6) 



r sin U de -^ du . [i — e^)l 

L (i — é'C0Stt)v^i — ^' J 
(i — e^)da — ade(e 4- cos a) 



y ae sin u ^1 — e^ 

et, en substituant kdaeide leurs valeurs, 

(A'") i?rfw = am' [{Yx — Xx) sïn w — s/T^^' rX] du. 

U ne nous reste plus maintenant qu'à calculer la longi- 
tude de l'époque c. Si l'on différentie la première des équa- 
tions (1), par rapport aux constantes, on trouve 

ds — dtù = ( I — ^cos u)du — sin ude — tdn^ 

expression dans laquelle il est inutile d'avoir égard au 
terme — tdn^ qui disparait dans la variation 
ndi'\-ida -hdt — dto 
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de la longitude moyenne. En éliminant du au moyen de 
l'équation (6) on trouve 



dg — (i — ^i — é*) dtù 

[ces 1/(2 — e ces u) — tf 1 
1^^ J 



(A*^) / . (2 — eco^u — tfM , rcosi/(2 — eco^u) — e'. , 
» -= — sinw dc-^l î^ — ^ — \edtif 



et enfin, si on remplace de et dcù par leurs valeurs ci-dessus, 
on obtient 

(A7) dt = {i — \/i^e^)dtO'-2m'r{Xx-hYx)du. 

On calculera au moyen des formules précédentes (A), (A'), 
(A''), (A'"), (A7) les altérations des éléments de l'orbite de 
la comète, par les méthodes connues de quadrature par ap- 
proximation : I ° lorsque l'on aura exprimé r, x^jr au moyen 
des formules (i) et (2) en fonction de la variable u à laquelle 
on donnera différentes valeurs numériques ] 2^ lorsque 
Ton aura déterminé les valeurs correspondantes des coor- 
données de la planète perturbatrice qui entrent en outre 
dans les expressions de X, Y, Z, et c'est ce qu'il nous reste 
à faire. 

Soient x\ j'^ z' les coordonnées de la planète, r' son 
rayon vecteur \ d l'inclinaison de lorbite de la planète sur 
le plan de celle de la comète \ X la longitude de son nœud 
ascendant comptée sur ce dernier plan à partir de la ligne 
des apsides \ u' l'angle formé par r^ avec la ligne des nœuds. 
On reconnaît facilement que 

a/ =z r' cos I»' cos X — r' sin p' sin \ cos $, 
jr' = r'cosc'sinX-t- r'sinp'cosXcos^, 
z' = r'sinp'sin^, 

avec la relation 



r' 



I 4- ^ cos ( p' — «' ) 
Les constantes ^ et X se détermineront d'après les posi- 
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-lions relatives et connues des orbites de la comète et de la 
planète ; d'autre part, si Ton prend pour origine du temps 
l'instant du passage de la comète au périhélie, l'angle e — co 
devenant nul, la première formule (i) donnera 

t = a^ (u — ^siatt) 

pour le temps en fonction de u écoulé depuis le passage au 
périhélie en fonction de u, et les Tables astronomiques fe- 
ront connaître les valeurs de r' et f^' correspondant à celles 
de t déterminées par cette formule. 

51. Calcul de la variation éprouvée par la durée de la 
réuolMiiion complète d^une comète. — Désignons par N la 
valeur de tï à l'instant du passage au périhélie pris pour 
origine du temps, valeur qui représenterait la vitesse angu- 
laire moyenne du rayon vecteur si le mouvement elliptique 
n'était pas troublé, et appelons ((ÎÇ)t la variation éprouvée 
par Ç au bout du temps t : on aura 

?; = Nr+ r (î/2 = Nf + ((îç)M 

t étant supposé donné, par suite la valeur correspondante 
de m; et l'intégrale {d^)t= j dn s'obtiendra approxima- 
tivement au moyen de l'équation (Ai) par une double qua- 
drature. 
Soient 

T,T' les intervalles de temps qui séparent respectivement 
le, premier passage au périhélie pris pour origine du 
temps, du second passage, et le second du troisième ; 

N' la valeur de n au second passage \ 

(î/i)t la variation éprouvée par n au bout du temps t. 

On pourra supposer (^Ç)t+t == (<îC)aT? en négligeant 
les termes du second ordre ordre par rapport aux masses m 

8 
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et m! \ et l'on aura 

27r=:NT + (n)^, 

La première de ces équations fera connaître N si T est 
donné par l'observation \ la valeur de N' étant fournie par 
la seconde, la troisième permettra de prédire, par la valeur 
que Ton en déduira pour T', le troisième passage au pé- 
rihélie. ^ 

52. Déi^eloppement en série des perturbations d'une 
comète lorsqu'elle s^ éloigne beaucoup de la planète per-^ 
turbatrice, — Si l'on considère une portion de l'orbite 
cométaire, dont la distance de chaque point au Soleil soit 
très-grande par rapport à celle de la planète perturbatrice 
à cet astre, on peut remplacer la méthode précédente, qui 
dans l'application conduit à de longs calculs, par la sui- 
vantC) basée sur le développement de R en série. 

On a, d'après le n° 22, 

^-'"i^ ^^ — ;• 

Or^ en appelant 6 l'angle formé par r, /', on a, aux termes 

du second ordre près en — > 

/ ^ II'*'.. 

û' = r — r'cosô, ou - = -H — : cosô; 

^ p r r^ 

et comme 

xx' -h yy' -^ zz' 
cosô = ^ 9 

il vient 

Le terme — donne lieu à une force — dirigée de m vers M, 
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qui vient s'ajouter à celle — ^ qui est due à Taction 

mutuelle de la planète et du Soleil. Il est donc inutile d'en 
tenir compte^ puisqu'il ne trouble pas le mouvement ellip- 
tique, et qu'il n'a pour effet que d'augmenter d'une petite 
fraction le coeiËcient ^ que nous continuerons à supposer 
égal A l'unité. Il nous suffit donc d'écrire 

(7) K^m^ixx^^rf^zz')!^^-^^^, 

en nous rappelant que m' z est du second ordre par rap- 
port aux masses, et que dans cette expression on peut 
prendre, comme dans le mouvement elliptique, 



(«) 



Cela posé, admettons que les coordonnées x^j^ z soient 
celles de la position que la comète occuperait au bout d'un 
certain temps si son orbite n^était pas troublée, et soient 
x-|-5j:, y-V^y^ z-\^^z les coordonnées de sa position 
réelle, 5x, ^y^ dz étant, de même que la variation Sr de r, 
des quantités de Tordre de la force perturbatrice. En rem- 
plaçant, dans la première des équations (i) du n^ 27, 
respectivement, x, y, z, $r -pair x-j-Sx^y-hdy, z-i-5z, 
r-f-:îr, et R par sa valeur (7), on trouve 

d'Sx Sx __ 3x$r 
dt^ "^ .'^ "~ r' 

Cette équation, en vertu des valeurs (a) et de la relation 

ot=: ' 5 



X d^x 
r» "" dt' ' 


X d'Y 
r=» "■ dt' ' 


z d'z 
r' "" dt^ 


j/ d'x' 


y_ d'y' 


z' d'z' 


r'»- dt^' 


r* dt^ ' 


r^ ~~ dt' ' 
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devient 



d^Sx ,d\7/ 



m' 






dr dt^ 

On obtiendra deux équations différentielles pareilles en 
^y et ^z^ et Ton reconnaîtra que les trois équations ainsi 
obtenues sont satisfaites par les valeurs 

dont nous aurons besoin un peu plus loin et d'où Ton dé- 
duit 

L'expression (7) de R donne, en ayant égard aux va- 

X Y Or y' 

leurs de — • "^j -7j • "^ fournies par les formules (a), 

— -£/j:H — — = m'ilLâx-^Ydr) 
dx dy ^ ' 

, . l XX* -^-yr' dxdx' '\-dydy'\ 

et de la première des équations (A) on déduit, par suite, 

/^v « , (xx'-^ryy dxdxf •Jfdydy'X 

(B) ^a = 2111V ( ^^r^^ H dfi ) "^ ^^^^-» 

da étant la variation éprouvée par le demi grand axe, à 
partir d'une position déterminée de la comète, et Ton fixera 
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la valeur de la constante par la condition que 9 a soit nulle 
pour cette position. 

On déduira de là la valeur de $n au moyen de Tëqua- 
tion 71* = a~*, qui donne 



• const. 



(B.) *«=_3^'««(^^:±2;?'+±^±^:^). 

Les équations (3) deviennent, en continnant à négliger 
les termes du second ordre par rapport aux forces pertur- 
batrices, 

de=m'{yx — <y) ^-L — _L j dt, 

dc«=rmjrz'{±^±-^dt, 
d'où, en vertu des formules (a), 

Sc=m \^ j, 

dt 

et l'on calculera les variations de ^ et ^ au moyen des re- 
lations 

(B') Bp= , => ^y=— -7= 

Supposons que, le plan de Torbite étant rabattu sur le 
plan fixe, ou prenne pour origine de l'angle o) la position 
du grand axe de Torbite elliptique correspondant à ce plan 
fixe, oD étant une quantité de l'ordre de m'^ dont on peut 
négliger le carré : Téquation de l'orbite peut se mettre sous 

la forme 

ex -f- Cîùy ;= c' — r ; 
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par suite, 

e 



dx dr 1 xdx rdY\ l 

dt^ dt \ dt ^ 4t 1 r ' 



mais on a 



d'où 

(7) 



dy d,T , 



y r dt 

< 

(Y dx 

<?«= c-—. 
r dt 



he = m'L 



Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que la va- 
leur initiale de cd étant nulle, on a 

De la première des équations (y) on tire 

xSr^rSx cd$x . ^f ^ 
r^ dt di 

ou, en vertu des premières équations (/3) et (y) et des va- 
leurs (11), 

^ . ^ . . A^y'-r^') . dx' {xdy ^fdx) -] 

+^ L di J' 

(B") / et l'on trouve de même 

1 . «/ r^ -. (^X' -X^') '^^ (xdx—jrdx) 
L r r^ dt dt 

dx [xdy — x'dx H- x'dy — ydx'Ty 
~'di dt J* 

U ne nous re^tQ plus maintenaut qu'à calculer Taltéra- 
tion de l'anomalie moyenne ^. Nou$ supposerons d'abord 
que Torigine du temps est l'instant du passage de la comète 
au point de l'orbite k partir duquel on peut commencer à 
prendre la valeur approchée de R obtenue au n° 52, et nous 
représenterons par 5'« la variation éprouvée par n à partir 
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de cet instant. Nous aurons 



.=/ 



et en différentiant, puis remplaçant dans le résultat 
d$€ par sa valeur fournie par Téquation ( A'^), 

/*\ j*v «f j dSennu(7. — è* — ^cosu) ^^w{i — ^cosa)* 

ou, en remarquant que ndt = du(i — ecosu), 

j^y r5csin«(2 — e^ — ecosu) Stùd — ecosuyi 
ooÇ = — a\ 1 I 

n I — e- v/i— «d 

Soit m'v la valeur de ^tï donnée par la formule (Bi) au 
point de Torbite à partir duquel nous comptons actuelle- 
ment le temps^ on a 

^/i = ^/i — m'v; 

mais les valeurs ci-dessus de dn^ Se^ doD sont liées entre 
elles par la relation 

Sn 9.cosu-{-e^ usina 

h — Se -+- . eS(o 

n I — c» y^i — e» 

m! (^dy' — ydx'-^x'dx — x^dy) 



que l'on vérifiera facilement en remplaçant par leurs va- 
leurs en fonction de u les variations de x\ r', -r- » ~ i 

^ ^ ^ dt dt 

et qui permettra de calculer ^^n . U vient donc enfin, en inté- 
grant Téquation (5) et ayant égard aux valeurs (B'') 

,[xf — x'y) sini^(2 — e* — <?cosa) 
I u (p^i— f/f vt-^ ir — 

(C) 



\ a^\\ — é^) I — é^ 

4 

i ^ (i — tfcosw)^ 



cow +const., 



formule due à Lagrange. 
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53. Supposons maintenant que Ton veuille pousser plus 
loin l'approximation et déterminer les altérations des con- 
stantes dues à la partie complémentaire de R que nous avons 
négligée au n^ 52. On reconnaît facilement que cette partie 
a pour valeur 



^ — ? — ^^- J 

r' 



5 
En posant 



35' 

2 



/•* 2 

on voit que 

^=;»'Y=:/ll'(Pj + Py), 
J = ,;i'Z = /ii'(Pz4-P'z'), 

et les équations (6) et (y) et (ii) donnent, par suite, 

da = — n m' a^[P {xdx -h jr d^) -{- m' {j/ dr -j- y dx)]j 
de = m'^'{x'y^xy')dx-\-m\xdy^ydx)(Vx + 9'x'), 
tàde = /w'P' (a/f — xx')dx -+- m' [ydx — xdy) [Vy -H P'j'), 



flto = - V'yz'dt, dn = V'xz'dt, 
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Si maintenant on fait dans ces formules 

x = rcosvj jr=rsinPj z = o, 

H-eC«)Sf» I-|-^COS(p' — ù)') 

puis que Ton remplace x^yj', z' par leurs valeurs en fonc- 
tion de i^' résultant du n'^ 50, en observant que le mouve- 
ment elliptique donne 



on voit que chacune des expressions précédentes pourra se 
développer en une suite de termes de la forme 

m' J cos ( h H- i ' / + j) dv , 

que l'on ne pourra intégrer que si l'on peut négliger iV 
devant zV, ce qui a généralement lieu pour la portion de 
Forbite dont nous nous occupons. Toutefois, on peut ap- 
proximativement, tenir compte de iW en opérant comme il 
suit. 

En remplaçant di^ par sa valeur 

d.=:ld.'^l^^, 

déduite de l'élimination de dt entre les équations (9), 
rintégrale qu'il s'agit de trouver devient 



maïs on a 



/ 



'— cos(/p-HiV-f-y); 



r» "" a2(,_ ^2) [■j^^cos(p' — «')]»' 

et si Ton remarque que e' est une petite quantité^ l'inté- 
grale ci-dessus pourra se développer en une suite de termes 
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de la forme 



j, / cos(/,p-f-«y4-yi)^'' 



Le dernier terme, eu égard à la valeur ci-dessus de dî^, 
équivaut à 

et est beaucoup plus petit que 






J' rcos(i,p-h/y+y;K, 



eu raison de la petitesse des rapports — et •*7* On peut 

donc considérer l'intégrale précédente comme approxima- 
tivement égale à 



•:rsin(/,PH-i>' + /.). 
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CHAPITRE III. 

CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. 



§ L — Généralités sur l'attraction des systèmes 

MATÉRIELS. 

54. Si l'on veut rattacher à la gravitation la forme par- 
ticulière et pour ainsi dire géométrique qu'affectent les 
corps célestes lancés dans l'espace, les phénomènes qu'ils 
présentent soit dans leur mouvement propre, soit dans celui 
des fluides qui en recouvrent la surface, on voit que l'on 
doit chercher d'abord à calculer les résultantes des attrac- 
tions exercées par les particules d'un même corps sur les 
différents éléments matériels d'un autre corps, ou plus 
simplement encore la résultante des actions qui émanent 
du premier corps sur chacune des molécules du second, et 
c'est ce qui fait l'objet de ce chapitre. 

55. Expressions des composantes parallèles à trois 
axes rectangulaires de l 'attraction d'un système matériel 
sur un point matériel. — Soient 

m', m\ , m'2, . . . les masses élémentaires du système dont 
nous représenterons la masse totale par M'; 

''? ''15 ''f V • leurs distances respectives au point matériel 
de masse m sur lequel elles exercent leur attraction 5 

x^ y^ z les coordonnées du point m rapporté à trois axes 
rectangulaires Oa:, O^, Oz fixes dans l'espace. 

Si nous supposons que la loi de l'attraction soit repré- 
sentée par une fonction quelconque f (r) de la distance, 
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rattraclion exercée par rri sur m sera m/n'cf (r). On peut 
concevoir que m change de position par rapport au sys- 
tème M' considéré comme fixe et invariable \ et dans cette 
hypothèse Tattraction ci-dessus donnera lieu, pour un dé- 
placement fini , à un travail total représenté par 

\r)dr. 



— mm' \ ç(/ 



En désignant par Y la somme destravaux semblables résul- 
tant des attractions de toutes les parties de M' sur m, nous 
aurons 

V= — m \m' j f^{r)dr-^m\ j ç(r,)€//-,H-m', / (p(/',)€/ra-|-.,. h 

OU, pour abréger, 

V?=?— wS.m' I <f(r)dry 

le symbole S ayant la signification ordinaire de somme. 

Soient X, T, Z les composantes parallèles aux axes O x, 
Ojr, Oz de l'attraction totale de M' sur m; le travail élé- 
mentaire de cette attraction, représenté par Taccroissement 
infiniment petit d\ de Y, est aussi égal à la somme des 
travaux élémentaires partiels des composantes ; on a donc 

^V = Xdx -hYdy -f- Zdz. 

Mais comme Y est une fonction de r, Tj, rj, . . . , et par suite 
des trois variables x^jj z^ on a aussi 

,„ dV ^ dW ^ dW ^ 
dx dy dz 

et par suite 

^ dW ^ dV dV 

dx dy dz 

On voit ainsi que les composantes de Tattraction s'ex- 
priment très-simplement au moyen des dérivées partielles 
de la fonction Y du travail, à laquelle on a donné le nom 
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de potentiel^ et que le tout se réduii à déterminer cette 
fonction. 

La fonction Y de j?, y^ z égalée à une constante arbi- 
traire C, ou l'équation 

V = C, 

représente une famille de surfaces dites surfaces de nweau 
jouissant de cette propriété que l'attraction exercée par M' 
sur chacun des points de Tune de ces surfaces est dirigée 
suivant la normale correspondante de cette surface ; et en 
effet le travail élémentaire d\ est nul pour tous les dépla- 
cements que l'on peut concevoir sur la surface. 
Dans le cas de la nature ou de la gravité, on a 



et, par suite, 



?('•) = ^' 



V = /«S. — 

r 



Si 3c!,y, z' sont les coordonnées de m', on a 



l = [[a:-x'Y^{y-^x'Y+[z-zJÎ\ 



d'où 



ou 



rfV m'[x — a/) 
X=~=-mS. p^ , 

Y=5^=-'»S. , 

^-'0;=-'^^ — T^ — ' 

expressions que Ton aurait pu écrire à priori en remar- 
quant que la composante suivant Ox de l'attraction de m' 

sur m, par exemple, est égale à — j- multiplié par le cosi- 
nus de l'angle que fait cette force avec Taxe ci-dessus, 

c'est-à-dire par • 

Admettons maintenant que m fasse partie d'un système 
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matériel M dont nous désignerons par mi, mi, m^,.,» 
les autres éléments, et par (Xi, ji, Zi), (^s, jTi? J^i)> 
{Xz^jzj Z|),... les coordonnées correspondantes ^ soit U 
la somme des fonctions telles que Y, relatives à toutes les 
molécules de ce système : U est égale à la somme des pro- 
duits deux à deux des masses des molécules de Tun et 
Fautre système par l'inverse de leurs distances. La somme 
des composantes suivant Ox des attractions exercées par 
M^ sur les diiFérents points de m sera donnée par 

dV dU dV 
da: dxi du^ 

attendu que Y, par exemple, étant la seule partie de U 
qui renferme x^ la composante de Tattraction de ni! sur m 

dW dV ^ . . . . , ,, 

est — ou — • Un voit ainsi que les composantes de 1 at- 
traction entre les deux systèmes s'expriment encore facile- 
ment à l'aide des dérivées partielles du potentiel U. 

56. attraction d*un sjstènte tnatérièl sur un point 
matériel qui en est très^éloigné par rapport aux propres 
dimensions du système. — Supposons que l'on prenne 
respectivement pour origine et pour axes coordonnés le 
centre de gravité O et les trois axes principaux d'inertie 
correspondants du système M', et soient [fig* 3) : 

a la distance Om du centre de gravité O au point attiré ; 
a\ a,, ûj,... les distances Om', Om',, Om\^,,. du 
même centre aux diiTérents éléments matériels m', 
m% m',,... de M'; 
rt, p, y les angles formés par Om avec Oa^, O/, Oz\ 
A, B, C les moments principaux d'inertie de M' par rap- 
port à Ox, Ojr^ Oz\ 
mil? la perpendiculaire abaissée du point m' sur Om \ 
i^t^ui^tf'* les distances mm\ mm\^ mm\^. , . j 
{ocfyj\ 2:'), (x'^jj, , z\)^. . . les coordonnées des points 
m', m^, .... 
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On a 

S.m' = W, 

puis, d'après le théorème des moments, 
S.m'.OP = o, 

et, en exprimant que Oor, Oy, Oz sont trois axes ptinci- 
paux d'inertie, 

S.m'a/y'=o^ S.to'«'»'=so, S./fi'/'z'=t o; 

de plus, la figure donne 

0P = «' cosa-hy cosp + cosy, 

En appliquant, à l'inverse de r la formule du binôme 

limitée aux termes du second ordre en — » — » il vient 

a a 

par suite, eu égard à ce qui précède, 

m' m M' i m 

r a 1 à^ 

Or on a 

S./w'Ôp' = cos»aS./w'a?"'-h cos^pS.iwy^-h cos»7S.m'«'% 
et enfin 

V = — H- i ^, [cos^a (B + C — 2 A) 4- cos»6(C -H A — aB) 

-hcosî7(A+B— 2C)]. 
Si l'on néglige le second terme de cette expression ou le 



„ ^ m' m M' im^ il^^TZZi^ ,\ 
V = /wS- — = 1 -S.w'(30P —a"). 
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carré du rapport des dimensions de M^ à la distance a sup- 
posée beaucoup plus grande, il vient 



v=^, 



expression qui est identiquement la même que si le corps M' 
était remplacé par un point matériel de même masse placé 
à son centre de gravité. Donc : 

L'attraction d^un système matériel sur un point qui en 
est fort éloigné est à peu près la même que si toute la 
masse de ce système était concentrée en son centre de 
gray^ité. 

En supposant que m fasse partie d'un système matériel M, 
fort éloigné de M', l'attraction exercée par le second de ces 
systèmes sur le premier, égale et contraire à celle de M sur 
la masse M' considérée comme concentrée en O, sera par 
conséquent la même que si ces deux masses se trouvaient 
concentrées en leurs centres de gravité respectifs, et l'on a 
ce théorème, indépendant d'ailleurs de la loi de l'attraction, 
comme il est facile de s'en assurer : 

Les centres de gravité de deux systèmes matériels fort 
éloignés Vun de Vautre s'attirent comme si les masses 
totales de ces systèmes s'y troublaient respectii^ement con- 
centrées. 

Le système d'une planète agît donc à très-peu près sur 
les autres corps du système solaire comme si la planète et 
ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gra- 
vité, et ce centre est attiré de la même manière par les dif- 
férents corps du système solaire. 

Chaque corps céleste étant un assemblage de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très- 
petites relativement à sa distance aux autres corps du sys- 
tème du monde, son centre de gravité est à très-peu près 
attiré comme si toute sa masse y était réunie, et il agit de 
la même manière sur ces différents corps. C'est ainsi qu'il 
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nous a été permis, dans la recherche du mouvement du 
centre de gravité d'un corps céleste, de considérer ce der- 
nier comme un simple point matériel de même masse con- 
centrée en ce centre, hypothèse que rend plus exacte encfore 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites, comme nous 
le verrons plus loin, et qui admise à priori, sauf justifi- 
cation ultérieure, a conduit Newton au principe de la gra- 
vitation. 

Revenons au sujet qui nous occupe : si l'on veut pousser 
plus loin l'approximation et tenir compte des termes du 
second ordre, il suffira de considérer le second terme de V 
ou de poser tout simplement 

V = -~ [ces* a (B H- C — 2 A) + cos^ p (C -J- A — aB) 

4-cos*7(A-HB — 2C)], 

en ajoutant aux composantes parallèles aux axes, résultant 
de cette valeur, celles qui proviennent de l'attraction sur 
le point m de la masse M' concentrée au point O. 

Pour obtenir X ou — ? on remplacera, dans V, cos*a 

par sa valeur 

I — cos'p — cos'7 = i — - — 51 — , 



et Ton aura 

y^i^r B-HC-2A ^ ^ j»(A — B) + zMA-Cn 

En difierentiant par rapport à a; et remarquant que 

da X 
dx a 



I da X 



on trouve 



Ti=-\'^\^+0-:^k + ^,\;r'[k--B) + z^(k-C)]]^, 
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Cl de même 

Y=-.^^jC-l-A-2B4-^[^'(B-.A) + z'(B-C)]l, 

Z=-^5JA + B-2C + p[;r»{C-A)+jMC-B)]j. 

Dans ce qui suit, nous aurons moins besoin de ces for- 
mules que de celles qui donnent les valeurs des moments 
31L,, 311/^, 3TI/, de l'attraction exercée par M' sur m ou 
inversement, par rapport aux axes Ox, Oj^ 0«, et Ton 

trouvé, en laissant de côté la composante — p dirigée de m 
vers O, qui ne donne aucun terme, 

D\l-, = Zr — Yz=^(B — C)zj; 
et de même 

0ÎL.= ^(A — B)ja:. 

Ces formules nous seront fort utiles lorsque nous nous 
occuperons du mouvement des corps célestes autour de leur 
centre de gravité. 

§ II. — Attraction des cobps terminés par des surfaces 

SPHÉRIQUES. 

57. Considérations générales sur la constitution des 
corps célestes, — Les corps célestes ont une forme à très- 
peu près sphérique, et, d'après ce que nous connaissons sur 
la constitution physique et l'origine ignée de notre globe, 
nous sommes conduit à croire qu'à une certaine époque ils 
se trouvaient à l'état fluide. Ainsi, avant la formation de la 
première couche solide, ils ont dû affecter la forme d'équi- 
libre d'une masse fluide soumise à ses actions mutuelles et 
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animée d'un mouvement uniforme de rotation autour d^un 
axe, forme que le retrait dû au refroidissement n'a pu 
modifier dCune manière notable j et il y a tout lieu de pré- 
sumer que, dans de pareilles circonstances, les matières de 
même densité se sont groupées symétriquement autour de 
Taxe de rotation. 

La force centrifugé développée par le mouvement de 
rotation a dû modifier la forme sphérique que la masse 
fluide aurait naturellement prise sotis Faction de ses attrac^ 
lions mutuelles, si cette rotation n'avait pas existé; mais, 
comme d'après l'observation les mouvements de cette na- 
ture sont généralement très-lents, les déformations qu'ils 
ont produites sont très-faibles; nous pourrons donc, dans 
une première approximation, en faire abstraction^ et ad- 
mettre que chaque corps céleste est composé de couches 
sphériques concentriques et homogènes, dont la densité 
varie avec la distance au centre. 

Nous sommes ainsi conduit à calculer l'attraction d'une 
couche sphérique homogène sur un point matériel. 

58. attraction d'une couche sphérique homogène sur 
un point extérieur. — Quelle que soit l'épaisseur de la 
couche, on peut toujours la supposer décomposée en cou- 
ches extrêmement minces, et il suffira de considérer cha- 
cune d'elles en particulier, puis de faire la somme de leurs 
attractions, dirigées évidemment du point attiré m vers 
leur centre commun, pour avoir l'attraction de la couche 
totale. 

Soient 

a' le rayon d*une couche infiniment mince; 

e son épaisseur; 

p sa densité ; 

a la distance de son centre au point attiré^m. 

Concevons un cône ayant pour sommet le centre O 
(fig. 4)9 aboutissant à un point m! de la surface extérieure 

9- 
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de la couche, d'une, ouverture infiniment petite mesurée: 
par Vêlement sphérique Jft), c'est-à-dire par la portion de 
surface qu'il interqepte sur, la' sphère, ayant O pour. centre, 
et Tuniié pour rayon ; ce cône déterminera,, dans. la couche, 
l'élément de volume. af*e£/a). Si l'on fait abstraction de la 
discontinuité de la matière de la couche, ou. si l'on conçoit 
que l'on y substitue une matière fictive ; continue,, occu- 
pant le même volume fini sous la; même masse,: nous. pour- 
rons considérer le volume al^edtù comme ayant .la. masse. 
pci^ediù. Cette conception théorique p^iiaitra suffisamment 
exacte si l'on, observe qu'un volume fini, assez petit pour 
être regardé, sans erreur sensible, comme une difTéreiitielle, 
renferme un très-grand nombre de mplé^cules. matérielles.» 
. La masse élémentaire p. a' V^<<^ donnant lieu; à l'attrac-; 
tion — ^ j — > on a pour le potentiel ■ 



mm 



\ = ^ma'^e f-É^y 

. ' , . J mm' 



l'intégrale étant relative à. la surface entière 4 îf delà sphère 
ayant l'unité pour rayon. Quant à la masse entière de la 
couche sphérique, elle a pour expression 

Soient p le cosinus de l'angle. formé par Om'. avec Oui,- 
angle qui doit varier de o à tt, et q l'angle compris sous le 
plan mOmt et un plan fixe passant parO m. «Portons sur 
Om', à partir du point O, une longueur O/i égale à l'unité, 
projetée en O5 sur Om. Si le plan nOm tourne de Tangle 
dq autour de Om, l'arc décrit par n est 

dqyc,0s = dq %mnOs^ 

et si, dans ces deux positions, on fait varier l'angle nOm 

d'une quantité infiniment petite, on détermine un élément 

sphérique mesuré par 

. /N /\ 
dq smnOsdnOsrrz — dqdp^ 
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et que Ton peut prendre pour dtù. D'autre part, on a, dans 
le triangle Om'm, 



mm' = ^a* — a aa'p -f- a'^; 
il vient donc 

»— I /»2ir 



(«) 



Y=zùma'^e l dp 1 . ^ = , 

*Xm Jo \^a'-^aa'p + a'^ « 



d'où .résulte que la couche attire le point m, comme si 
toute sa masse, était concentrée en son centre. De là on 
déduit facilement ce théorème : 

59. 'Une sphère pleine ou creuse homogène, ou compo^ 
sée dé couches concentriques homogènes dont la densité 
"varie avec la distance au centre suivant une loi quel* 
conque y exerce sur un point extérieur la même attrac- 
tion que si toute sa masse était réunie en son centre^ et 
comme conséquence, en raisonnant comme au n° 56 : 
Deux sphères composées découches concentriques homo- 
gènes s^ attirent comme si leurs niasses étaient concen- 
trées en leurs centres respectifs. 

60. Attraction d^une couche homogène sphérique ou 
terminée par deux ellipsoïdes semblables sur un point 
intérieur. — On conçoit facilement que pour trouver la 
loi de l'attraction d'une sphère semblable à celles du 
numéro précédent, il suffit de déterminer la résultante des 
attractions exercées par une couche sphérique homogène 
sur un point m placé dans le vide intérieur. 

Concevons un cône d'ouverture infiniment petite, mesu- 
rée par l'élément sphérique d(ù^ ayant pour sommet le 
point m-, il^.détérmifiera dans la couche deux segments 
exerçant sur le point m deux actions directement opposées. 
Soît'rlâ'distance du point m à un point quelconque de 
Tùii 'de- ces segments 5 on pourra décomposer ce dernier en 
éléménts'dé.volùme'telsqiier*//o«^cîrdont la masse donnera 
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lieu à l'attraction 

m,p :=:m.pd(adr. 

En intégrant par rapport à r, et appelant u l'épaisseur du 
segment dans le sens de r, on trouve, pour Tattraction qu^il 
exerce sur m, mp udtà *, et comme l'épaisseur u est la même 
pour les deux segments, on voit (jue leurs actions sur m se 
neutralisent, et que par suite le point m se trouve en équi- 
libre dans l'intérieur de la couche. La même chose a lieu 
pour une couche homogène terminée par deux ellipsoïdes 
semblables, puisque les deux portions d'une corde com- 
prise entre deux ellipses semblables de même centre et 
semblablement placées sont égales entre elles. Donc : 

Une couche homogène sphérique ou terminée par deux 
ellipsoïdes semblables n*exerce aucune attraction sur un 
point, et par suite sur un cotps ou système de points ma- 
tériels, placé dans son intérieur. 

L'attraction d'une sphère composée de couches homo- 
gènes concentriques sur un point se réduit donc à celle des 
couches intérieures à la surface sphérique passant par ce 
point, 

La valeur de V pour le cas d'une couche sphérique et 
d'un point placé dans son intérieur étant constante, peut 
facilement s'obtenir; il sufSt pour cela de supposer le 
point m placé au centre, et alors on a 

] d<ù j rc/rr= 2ïr|wp,(a'*— a'), 
ol Ja 

a, a' étant les rayons des sphères qui limitent la couche. 

61 . application à la pesanteur, — Le poids d'un cprps 
à la surface de la terre n'est autre chose que la résultante 
des actions attractives qu'elle exerce sur les différents points 
de ce corps, combinée avec la force centrifuge due à sa ro- 
tation sur elle-même. Si dans une première approximation 
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on néglige cette force dont il sera toujours facile de tenir 
compte, ainsi que l'aplatissement aux pôles , on peut tirer 
des théorèmes précédents Texpression de l'accélération g 
de la pesanteur terrestre -, on a, en effet, eu supposant que 
a' représente le rayon de la terre et p sa densité moyenne, 

D'après le numéro précédent, cette formule est égale- 
ment applicable à un point compris dans l'intérieur de la 
Terre, située à une distance a! de son centre de gravité; 
et Ton yoit ainsi que dans l'Jntérieur de la Terre la pesan- 
teur croit comme la distance au centre. Mais il ne faut pas 
perdre de vue que cette conclusion est subordonnée à l'hy- 
pothèse d'une densité uniforme pour la Terre, ce qui n'a 
pas lieu en réalité, comme nous le reconnaîtrons plus loin. 

62. Le Soleil, les planètes et les satellites pouvant être 
considérés à peu près comme formés de couches sphériques 
homogènes concentriques, attirent les corps extérieurs sen- 
siblement de la même manière que si lefirs masses se trou- 
vaient concentrées en leurs centres. L'erreur commise est 
du même ordre de grandeur que la différence entre la sur- 
face de l'astre considéré et celle de la sphère, pour un point 
attiré voisin de cette surface, et pour un point plus éloigné 
elle est du même ordre que le produit de la différence ci- 
dessus par le carré du rapport du rayon du corps attirant 
à la distance de son centre au point attiré-, car on a vu au 
n° 56 que l'éloignement d*un corps attiré rend l'erreur 
résultant de la supposition précédente du même ordre que 
le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc 
très-sensiblement comme si leur masse était concentrée en 
leur centre, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés 
relativement à leurs propres dimensions, mais encore parce 
que leur figure diâere peu de celle de la sphère. 
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63. Recherche des lois de r attraction pour lesquelles 
les sphères s^ attirent comme si leurs masses étaient con^ 
centrées en leur centre. — La propriété des sphères, com- 
posées de couches sphériques homogènes, d'attirer comme 
si leur masse était concentrée en leur centre de gravité est 
très-remarquable, et il n'est pas sans intérêt de rechercher 
si elle n'existe pas pour d'autre lois de l'attraction. 

Cette propriété ayant Heu par hypothèse pour une sphère 
et celle que l'on obtiendrait en lui enlevant une couche 
sphérique superficielle infiniment mince, subsiste néces- 
sairement pour cette couche. Il suffit donc de déterminer 
les lois de l'attraction pour les^elles une couche sphérique 
infiniment mince attire un point extérieur comme si toute 
sa masse ét^it concentrée en son centre. ■ 

Soient (f (r) la loi inconnue de l'attraction et 



F(r)=-Jy(r)rfr; 



le potentiel Y relatif à cette loi s'obtiendra en remplaçant, 
d£^ns la formule {a) du n° 58, 



I 



par F(r). Or il faut, d'après l'hypothèse admise, que V 
soit égal à MmF{a) augmenté d'une constante indépen- 
dante de a et que nous représenterons par M'mU, U pou- 
vant renfermer a^. On a ainsi, en faisant quelques simpli- 
fications, 



£ 



et comme 


de la 


relation 










r2 = a»— 


iaa'p + 


à 


on tire 




dp = 


rdr 
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il vient, ien remplaçant la variable p par r, ». 



£ 



r¥{r)dr.= 2aa'F{a)-i-2aa''U, 
' ' i 

et en posant 

JrY{r)dr = '^[r), * 

on obtient 

'^ (a -f. «') — ij, (a — fl')= 2ûa'F (fl) 4- 2/ïa'U. . 

Si Ton différentie deux fois cette équation par rapport à a,, 
puis par: rapport à a', on a - 

ri^. -+- «') - ^>''(^. - «') =.^« («'5^ H- -^i-r- j ' 
d'où 

^.^^^ ./i. ' . V^û'» ^.û' ^«'7• 
Or le premier membre de celte équation est uniquement 
fonction de a, et le second de a', ce qui ne peut avoir lieu 
qu'autant que chacuti d'eux est égal à une constante A. Il 
vient donc, en changeant a en r, 

dif(r) ^ 2y(r) _ 
d'où . : : 

B étant une constante arbitraire; telle est la loi cherchée." 
Si A = o, onretombe sùria' loi dé la natiire, et l'on voit 
que c'est la seule quiVrendantrattraction très-petite à de 
grandes distances, donne aux sphères la^ propriété d'attirer 
comme si leur masse était concentrée en leur centre. 

On démontrerait par une analyse semblable à la précé- 
dente que la loi naturelle est aussi la seule pour laquelle' 
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un corps placé dans Tintérieur d'une couche sphérique 
homogène est également attiré de toute part ^ mais nous ne 
nous arrêterons pas à ce calcul, qui ne présente aucune 
difficulté. 

§ m. — Attraction des ellipsoïdes homogènes. 

64. Les recherches analytiques relatives à la forme des 
corps célestes s'appuient essentiellement sur la considéra- 
tion des ellipsoïdes, et nous allons en conséquence chercher 
à déterminer l'attraction exercée par un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur; c'est d'ailleurs le seul cas que 
nous ayons à examiner, puisque, d'après le u? 60, l'attrac- 
tion d'un pareil corps sur un point de sa masse se ramène 
à celle de l'ellipsoïde semblable passant par ce point. 

Ce problème, l'un des plus difficiles de l'analyse, a oc- 
cupé les plus grands géomètres \ Newton, Maclaurin, La- 
grange, Legendre en donnèrent des solutions, mais dans 
des cas particuliers. Laplace, le premier, le résolut dans 
toute sa généralité en employant une analyse très-compli- 
quée-, plus tard, Ivory et Gauss en donnèrent chacun une 
solution plus simple. Enfin, M. Chasles, en i838 et i84o, 
arriva au même résultat par une méthode géométrique ex- 
trêmement remarquable sous le rapport de la simplicité, 
et nous nous bornerons à la reproduire, en établissant au- 
paravant les quelques lemmes sur lesquels elle repose. 

65. Digression sur quelques propriétés des ellipsoïdes 
homofocaux. — On appelle points correspondants sur les 
surfaces de deux ellipsoïdes, ceux dont les coordonnées sont 
proportionnelles aux axes qui leur sont parallèles. 

Les points correspondants de deux ellipsoïdes homofo- 
caux jouissent des propriétés suivantes : 

1° La différence des carrés des distances du centre à 
deux points correspondants de] deux ellipsoïdes homofo^ 
eaux est constante. 
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Soient 

x^ y» z' 

a} p' 7' 

x'^ r" «'* 

les équations des deux ellipsoïdes, les variables étant sup> 
posées représenter les coordonnées de deux points corres- 
pondants. On a, par hypothèse, 

X x' y __y' ^ _ *' 
â""?' p""p^' 7~*7'' 

et,sia>|3>7, a'>(3'>/, 
puis 

ce qu'il fallait établir. 

a° Ze5 produits de deux rayons quelconques pris res" 
pectivement dans deux ellipsoïdes, par le cosinus de leur 
angle, est le même pour les rayons menés aux points cor- 
respondants, ^ 

Soient^ R, Ri les deux rayons aboutissant aux points 
(ar, J'^ ^)f (^15 J^i> -^i) des deux ellipsoïdes, et accentuons 
les mêmes lettres pour représenter leurs équivalentes, re- 
latives aux points correspondants *, on a 

RRiCOs(r,R,) =a?Xi-|-^/,-4- sz, 

= ^'a-, -h/y, -+-^'< = R'R', cos (r',rO. 

3® La distance de deux points appartenant respective-- 
ment à deux ellipsoïdes homofocaux est égale à celle de 
leurs correspondants. 
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En effet, d'après le premier théorème, on a 

et, par suite, en vertu du second, 

R>H-RÎ — aRR.cos (r,R,) =R''-h R',»— 2R'r; ces (r',rO .- 

Remarque, — Concevons une couche infiniment n^ince 
terminée par deux ellipsoïdes semblables, ^etune seconde 
couche ellipsoïdale dont les surfaces soient respectivement 
homofocales de celles de là première ^ on reconnaîtra sans 
peine que ces dernières surfaces sont semblables entre elles, 
et que le rapport de similitude est le même pour les deux 
couches. Si Ton considère dans la'premièrê couche une sur- 
face ellipsoïdale intermédiaire, semblable à celles qui la 
terminent, il existera dans l'intérieur de la seconde une 
surface homofocale' avec elle ) et semblable à celles qui 
limitent cette seconde couche. On conçoit dès lors ce que 
l'on doit entendre en disant que tout point prisdans Tune 
des couches a son correspondant dans l'autre. ' " 

' \^' Les portions' de volume de deux couches hotnofo^ 
cales infiniment minces à surfaces respectivement sem- 
blables, limitées par des contours dont les "points sont 
correspondants; sont entre elles comme les volumes de ces 
couches. y : . . - ; . .' . • ' 

^ Car en .décomposant les portions de volume en parallé- 
lipipèdes élémentaires, dont les sommets soient^ des points 
correspondants, le rapport de deux parallélipipèdes élé- 
mentaires est exprimé par* . ' 

^ djcdydz . «Pv 

^'dx'dfdz' ~ ^?^'' 

66. ië problème de V attraction d' un ellipsoïde homo- 
gène sur un^ point extérieur se ramène au cas oii le point 
est situé sur la surface extérieure d'' une couche infini-^ 
nient mince, terminée par deux ellipsoïdes semblables. 
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Comme on peut supposer rellipsoïde décomposé en 
couches infiniment minces, terminées par des surfaces sem- 
blables à celle qui limite le corps, il suffit de chercher à 
quoi se réduit Fattraction de l'une de ces couches sur le. 
point attiré. 

Concevons que Ton fasse passer par lé point attiré m un 
ellipsoïde limitant extérieurement une couche homofocale 
avec la proposée, et de même deixsité pi Soient m' le point 
correspondant de ni sur la couche proposée 5 rfi',' du- deux 
éléments ^ de volume correspondants pris respectivement 
dans cette couche et dans son homofocale ; r la distance de 
m à di^y égale à celle de m', à rff^' (65) 5 on a 

et pour le potentiel relatif au point m et à la couche propo- 
sée, en laissant de côté le facteur constant m jO, 

J '•"'«'pY j r ^a'PY ' 

V étant le potentiel relatif au point mf et à la couche pas- 
sant par le point m. Or, si le point m! se déplace sur la 
couche proposée, m se déplace sur Thomofocale considérée ; 
mais .V. reste constant puisque m'est en équilibre sous Fac- 
tion dé la couche passant par le point m (60). Donc^ lorsque 
m se. déplace sur la couche homofocale à la proposée pas- 
sant par ce point, Y reste constant^ ou, enfin, Y attraction 
de la couche proposée est normale à son homofocale pas- 
sant par le point attiré. 

Pour une couche intermédiaire entre celles que nous 
venons de considérer, dont a" y j3'', •/^ représenteraient les 
demi-axes, V le potentiel correspondant au point m, on 
aurait de même 

V ~ a'P'7' ' 
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par suite, 



V V V" 



Soient 



apv a^p'/^a'^p^v'' 



= -7— 9 -A. =—7—1 

or ^ 



les composantes parallèles à l'axe Ox de raltraction de la 
(touche proposée et de la couche intermédiaire sur le 
point m, a:, /, z étant les coordonnées de ce point : on 
tire de Téquation précédente 

X ap7 

et comme cette proportion doit avoir lieu ^elle que soit 
la position de la couche intermédiaire, et par suite lors- 
qu'elle se confond avec celle qui passe par le point m, il vient, 
en désignant par X' l'attraction exercée par cette dernière, 
estimée suivant Ox^ 

X' ""«'PY' 

Le tout revient donc à calculer X', Y', Z', ou l'attraction 
exercée par une couche ellipsoïdale infiniment mince a 
surfaces semblables sur un point de sa surface extérieure^ 
mais auparavant nous ferons remarquer que les différentes 
propriétés que nous venons d'énumérer sont indépendantes 
de la fonction de la distance qui entre dans l'expression de 
l'attraction. 

67. Attraction d'une couche homogène infiniment 
mince sur un point de la surface. — Application à une 
couche terminée par deux ellipsoïdes semblables, — 
1** Attraction d'une couche infiniment mince sur un 
point de sa surface extérieure* — Soient {fig, 5) m lin 
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point de la surface extérieure d'une pareille couche sur le- 
quel elle exerce son attraction ; mn la normale abaissée de 
ce point sur la surface intérieure ; e = mn l'épaisseur de la 
couche en m. 

Nous supposerons que la figure résulte d'une section faite 
dans la couche par un plan quelconque passant par mn ; 
soient ma', mV les génératrices comprises dans ce plan, 
du cône de sommet m, circonscrit à la surface intérieure, 
ces génératrices rencontrant la surface extérieure en a', b' 
et touchant en a et & la surface intérieure. 

L'attraction cherchée sera la résultante des attractions 
dues aux segments aa'bb\ ambn^ [msa'j mtV). 

Considérons en premier lieu le segment ambn^ et con- 
cevons dans l'intérieur du cône a'mV un cône de même 
sommet, d'une ouverture infiniment petite mesurée par 
l'élément sphérique d(ù. Nous pouvons supposer que le 
plan de la figure passe par l'axe de ce cône élémentaire; 
soient mq'^ ^^'^\^ celles de ses génératrices qui sont com- 
prises dans ce plan \p^q elp^^ qi leurs points de rencontre 
avec la surface intérieure ; q\ ç\ leurs points d'intersection 
avec la surface extérieure 5 pj la perpendiculaire abaissée 
de p sur la direction de mn. En suivant la même marche 
qu'au n** 58, on trouvera que l'attraction de l'élément mpip 
sur m est mpdto.mp dont la composante suivant mn est 
mpd(ù,mj. La longueur mn = e étant un infiniment petit 
du premier ordre par rapport à ma, mt, valeurs limites 
de mp^ il faudra et il suffira de conserver les secondes 
puissances de ma, mb^ mp, pj^ qui sont de l'ordre e. Il 
nous sera donc permis de remplacer l'arc an par celui de 
son cercle osculateur en n ; soient c le centre de ce cercle, 
R = pc = ac = ne son rayon, d l'angle pmc^ ce l'angle pcn 
dont nous négligerons les puissances supérieures à la se- 
conde. On peut prendre (58) d(M> = sinddSdq, q étant 
l'angle formé par le plan de la figure avec un plan fixe pas- 
sant par mn . 
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- PoSOiDS' 

(a) mJ.sm$dS = d,Y9 

F étant une fonction de $ qu'il s'agît de déterminer, et ap- 
pelons $' la valeur limite amn de S, laquelle est fonction 
de (/ ] Fattraction du segment ambn sur m, estimée suivant 
m/i, sera « 

(P) «pj^ [F(*')-F{3)lrfî; 

or, on a d'après la figure 

. ' ^ Ra» 

/w/ = R-hc — Rcosa = cH 9 

2 

. » Rsina ^ « * 

mj = mpcosd = . . • costf = Ra coto, 
sm 

d'où 

R*a* — aRa.Rcot^-j- 2Re = o. 

La racine de cette dernière équation qui s^annule avec S 
étant 

_ R — v/R' — 2 R g tang^i 
tang^ 

il vient, en portant cette valeur dans l'expression de dFy 

.F=K(.-v/.-¥..g..)^'..M-), 
OU, en posant z = cos â. 



(*) On donne dans quelques Traités de Mécanique, en considérant une 
couche ellipsoïdale, une démonstration qui parait très-simple, mais qui est 
inexacte, car elle consiste à supposer mj-=mn, tandis que pour le point a 
la première de ces longueurs est double de Tautre, et Ton trouve ainsi 

<2F= esin^if^; 
or, pour que cette formule puisse coïncider avec celle du texte, il faudrait 
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et Ton devra prendre l'intégrale entre les limites z = i, 
z = i/— 5 cette dernière valeur qui annule le radical re- 
présentant le cosinus de l'angle amn. L'intégral j de cette 
expression est (*) 



P = -K -.+ (.+ l)y^ 



/ _2f _ / ,_^) 

-4- ~ log 7 { ' , ^ , y + const. 

n suit de là, en continuant Tapproximalion adoptée, que 

F(^')-F(^) = <? 

et que l'attraction (P) du segment mabn sur m, estimée sui- 
vant mn^ a pour expression 

que -^ tang (^ restât infiDiment petit, de manière que, en développant le ra- 

dical, on pût s*arrèter au second terme du développement; mais il n'en est 
pas ainsi, car aux environs du point a cette quantité est très-voisine de 
l'unité. 
(*) On a en effet 



.=—5-1- I - = _5-^_logr . 

^€ C 

Posant «*——- = u*, il yient, en négligeant toujours le carré de — » 
Il R 

I âë 

= -„^-(.--j.oe V , 

V-R-" 

d*où Ton déduit l'intégrale donnée dans le texte, en remplaçant» u par sa 
valeur. 
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Il esl facile de voir que le même segment ne donne au- 
cune composante de rallraclion, perpendiculaire à mri] il 
suffit pour cela de remarquer qu'il peut être considéré, à un 
infiniment petit du second ordre près, comme un cône du 
second degré tangent suivant l'indicatrice à la surface inté- 
rieure et dont par conséquent mn est un axe de symétrie. 

Considérons maintenant le segment [msa\ mtb')^ et soit 
st le plan tangent en ^ à la surface intérieure; les normales 
aux différents points de la calotte smt de la surface exté- 
rieure feront avec mn des angles infiniment petits dont le 
carré sera de Tordre mn ; si donc mn' est la normale en m 
à cetle surface, limitée en n' à la surface intérieure, l'angle 
nmn' sera du même ordre que l'angle a introduit dans la 
question précédente. Cela posé, supposons que le plan da 
la^g". 6 soit l'un quelconque de ceux qui passent par mn\ 
et soient c', R' == c'm le centre et le rayon de courbure de 
l'arc a'ni\ ^i un point quelconque de cet arc; a\ 3' les an- 
gles lie' m, iimc' '^ q' l'angle compris sous le plan delà 
figure et un plan fixe passant par mn' '^ on a 

a' 
5'=:90« y 

et nous devrons négliger les puissances de a' supérieures à 
la seconde. L'attraction sur m du cône élémentaire ayant 
ce point pour sommet et aboutissant au point fx est, abs- 
traction faite du facteur mp^ 

J^ ÛV\$'d8'dci' -^ •— — doL'fiq\ 

et sa composante suivant me' 

__ ?_ 0L'co%8'da'dq' = _ R' ^ doL'dq\ 



1 



4 



dont l'intégrale par rapport à cl' est du troisième ordre et 
négligeable. Ainsi donc le segment considéré ne donne pas 
de composante suivant mn'. 
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La composante de l'atlraclion du cône élémentaire ci- 
dessus suivant la tangente en m k ]'arc ma' est 

R' R' 

a!ûn$' doL'dq' z=z o(.'d(x!dq, 

2 ^ 2 ' 



et pour l'onglet mjia 






mais comme sa direction est infiniment peu différente de 
celle d'une perpendiculaire à mn^ cette attraction ne donne 
suivant cette droite qu'une composante négligeable. 

Ainsi donc l'attraction du segment na'mb'n sur m, esti- 
mée suivant mn^ se réduit à celle du segment ambn^ et a [S) 
pour expression. 

Remarque. — Désignons par «^ Tangle Vmc'\ la com- 
posante de r attraction suivant la tangente en m, due aux 
deux onglets msa\ mtb\ est 

Si la droite mn était rigoureusement normale aux deux sur- 
faces ou si les points n et n' se confondaient, on aurait 
a' = a',, et cette composante serait nulle. Elle sera égale- 
ment nulle ou négligeable, lorsque Fangle nmn' sera du 
même ordre que e, et alors la composante de l'attraction de 
la couche entière, normale à mn^ ne pourra provenir que du 
segment aa'bb'. 

2° application à une couche terminée par deux ellip- 
soïdes semblables. — Revenons maintenant à la couche 
ellipsoïdale à laquelle la remarque ci-dessus est applicable. 
On a (Jig. 5) 

mp = qq', 

et par suite la somme des attractions des éléments p^mp^ 
q' qqxq' sera double de celle du premier d'entre eux ; il suit 
de là et de ce qui précède que mn est la direction de Tat- 
traction totale de la couche, ce qui est conforme à ce que 
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nous avons vu au n*^ 66, et que cette attraction est repré- 
sentée par le double de Texpression ( d ) ou par 

(s) ^Tpmpe, 

3^ attraction d^une couche homogène infiniment mince 
sur un point de sa surface intérieure, — Supposons que l'on 
veuille calculer l'attraction d^une couche homogène infi- 
niment mince et quelconque sur un point n' de sa surface 
intérieure (fig' 6) ; soit 5'/' le plan tangent en ce point de 
la surface, et désignons par s"t'' le plan perpendiculaire au 
même point à la normale n'm abaissée de n' sur la surface 
extérieure. L'angle compris sous ces deux plans étant infini- 
ment petit, on pourra, dans le calcul de l'attraction, rempla- 
cer le segment s' mt^ par le segment s"mt". Or, pour obtenir 
l'attraction due à ce dernier, estimée suivant w/i', il suffit 
de changer dans la formule (y) R en — R, puisque la cour- 
bure a changé de sens par rapport au point attiré, et d'inté- 
grer Ydâ entre les limites 5 = o, cî =. -; on obtient e pour 

résultat, par suite l'attraction du segment est toujours re- 
présentée par l'expression («î), et il est facile de voir qu'elle 
est la même, aux termes du second ordre près, que celle qui 
est due au segment (a^s'mna, b's' mnb) 5 enfin, l'attraction 
du segment ab a'V a la même valeur pour les points meln 
supposés de même masse m. Les attractions sur ces deux 
points estimées suivant mn! y dues à [a'sm'na^ Vsfmnb) étant 
égales à '^nmpe et de sens contraire, on voit que la diffé^ 
rence des attractions de la couche totale sur deux points 
correspondants de même masse de la surface extérieure 
et de la suif ace intérieure de la couche^ estimées suit^ant 
la ligne gui joint ces points^ est représentée par ^izmpe. 
On voit de plus que si la couche jouit de cette propriété de 
n'exercer aucune attraction sur tout point de son intérieur, 
l'attraction normale à sa surface extérieure sur le point 
correspondant de cette surface sera représentée par 4^1 m /se, 
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ce qui esl une généralisation du ihéorème précédent, rela- 
tif à la couche ellipsoïdale, eu égard à la propriété démon- 
trée au n° 60. 

68. Calcul de F attraction d'un ellipsoïde homogène 
sur un point extérieur. — Supposons que la couche dont 
nous nous sommes occupé au numéro précédent repré- 
sente Fhomofocale passant par le point attiré m de l'une 
des couches à surfaces semblables, dans lesquelles on peut 
supposer rellipsoïde décomposé. Soient OQ = P' (^g» 5) 
la perpendiculaire abaissée du centre O de l'ellipsoïde sur le 
plan tangent en m; i le point d'intersection du rayon Om 
avec la surface intérieure de la couche passant par m; 
y\ (5', a' les demi-axes de cette surface, dirigés suivant O-z, 
Ojr^ Ox] 7, (3, a les demi-axes correspondants de la couche 
de l'ellipsoïde, ayant les mêmes foyers que la précédente ] 
dy\ dy seront les épaisseurs de ces deux couches suivant Oz, 
Les triangles semblables mm, OQm donnent 

_ OQ, mi __ V'dY 
^'^ Om "' Y ' 

on a d'ailleurs, x, y^ z étant les coordonnées de m. 



P'»: 



a'* ^ p'* ^ 7'« 

COS(P',z')=-.^, C0S(P',J)=:-^, C0S(F,X)=_£^^ 

Les composantes de l'attraction de la couche passant par 7w, 
sur ce point, estimées suivant Oz, Oj, Oz, sont donc, 
d'après le numéro précédent. 

Si on les multiplie par ■ , ^/ ; > on aura (66) les compo- 
santes dldj dY^ </X de la couche homofocale de Tellip- 
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soïde sur le point m, et il vient ainsi, en remplaçant de 
plus le rapport -7- par son égal — 5 



rfZ==— 47rpiw . ., 






Soient c, i, a les demi-axes de la surface de Fellipsoïde, 
parallèles à Oz, O^, Ox, c étant le plus petit-, posons 

des relations 

a'» — a' = p" — P' = 7"— 7% 

- = £ = ''-, 
abc 

X* V2 ^ï 

i_ iL- -J — I 



on tire 

fb y a 

—j arr ' 

e c 



p' = 7V^«-»4-V, a' = 7Vi*-'4-V% P = ^» a = I^; 



(0 ^^'^'+ÏFfe-^iF^^ = ^'' 

équations qui permettent d'exprimer y, par suite (3, a, 
a', (3', y' en fonction de >/. EnGn on a 



P'»== 



J^ 



En différenliant l'équation (/) par rapport à «, pour 
exprimer rfy au moyen de rfw, on obtient 

F»€/7 = 7'3^«. 
A Taide de ces différentes relations, et en introduisant la 
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masse M = | npabc de Tellipsoïde, on trouve facilement 

u^du 



dZ= — 3Mm'- 



(i -+->'«■-')* (i-h>"«V 






é/X= — 3M/W. 



u^dti 



u^du 



Le demi -axe c', déterminé par Oz, de relHpsoïde homo- 
focal avec le proposé passant par ]e point m, sera donné 
par Téquation 



b'- 



d^- 






qui ne peut fournir qu'une seule valeur positive pour c', 
les valeurs négatives se rapportant aux hyperboloïdes lio- 

mofocaux. Les limites de u étant o et -5 on a, en définitive, 



Z= — 



3M/ 



to 



3Mmr 



x= — 



3M/ 



/^' lOdu 

1 V 



La recherche de ces trois intégrales se ramène à celle de 
la suivante, 



L=: 



3M/7Ï /^^' lî'du 

-77- / T 17 
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qui ne peut, en général, s'exprimer qu'au moyen des fonc- 
lions elliptiques ; car on reconnait sans peine que 

Z__L, Y--—, X---^. 

Lorsque l'on aura X = X', il ne faudra faire cette suppo- 
sîtîon qu'après avoir effectué les différentiations par rap- 
port à X et X'. 

Si le point attiré se trouve à la surface de l'ellipsoïde, on 

a -7 = I , et les limites des intégrales (i) sont zéro et l'unité. 

Ellipsoïde de révolution aplati. — On a b = a ou 
X' = X -, les intégrales s'expriment alors, par l'intégration 
par parties, au moyen d'arc tang, et l'on trouve 

/ „ _ Mmz (\c \c\ 

formules dans lesquelles on devra supposer d z=i c quand 
le point se trouvera à la surface même de l'ellipsoïde. 

Ellipsoïde de révolution allongé. — On a c = b^ d'où 
X = o 5 l'intégration par parties conduit aux valeurs sui- 
vantes, dans lesquelles le signe log se rapporte aux loga- 
rithmes népériens : 



(3) 



SM/wrfVc^ I V^ , [\'c . / vvM 



Vc 



Z^\mx\. (Vc I V^^A c' 
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69. jittraction, sur un point de sa surface, d^un ellip* 
soïde de révolution assez peu aplati pour que Von puisse 
négliger la quatrième puissance de son aplatissement. — 
Supposons que Ton fasse passer le plan j^O^ par le point 
altiré, ou que x := o\ les deux premières formules (2) 
donnent, en y faisant a = a' et en négligeant la quatrième 
puissance de X, 

— ^ (-!>■)• 

T=-î^^(,-|.), 
dont la résultante G a pour valeur 

L'équation de la courbe méridienne est 

et Ton a, en appelant / la latitude du point attiré ou Tangle 
aigu que la normale à la surface en ce point fait avec Oy^ 
et 

8m/= =. 

d'où, en négligeant les termes en X*, 

G = ^ v'iMr^ [, _ Jx' (2-sm^o] ; 
or 

z» + /» = c^ (i -h V) — Vz» = c' (14- >') — ^^sin^/ (z' + f), 

d'où 

z» 4- r' = c' (1 -h X^) (i — X'sin»/), 

et enfin 

^ Mm/ 7.,. >' .,A Mm/ 7, A/ >' . A 

c^ \ 10 10 / c' \ 10 y \ 10 / 
et l'accroissement de la pesanteur à la surface de Tellipsoïde, 
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en allant de l'équateur aux pôles, est proportionnel au carré 
du sinus de la latitude. 

Ce résultat peut s'appliquer à la Terre, considérée 
comme une masse fluide homogène, pour trouver la loi de la 
variation de la gravité, résultant de Taplatissement aux pôles. 

70. Remarque relatwe à V attraction des ellipsoïdes 
hétérogènes. — Considérons un ellipsoïde composé de 
couches semblables homogènes, mais dont la densité varie 
de Tune à l'autre suivant une loi déterminée que l'on 
pourra représenter par 

On a, d'après ce qui précède, 






il sera donc possible d'exprimer p en fonction de i/, et il suf- 
fira, pour obtenir les composantes de Tattraction, de faire 

passer cette valeur de p sous le signe i dans les formules (i). 

71. Attraction d'un cylindre ellipsoïdal homogène 
indéfini sur un point extérieur. — Pour obtenir les com- 
posantes de cette attraction, il suffit de remplacer, dans les 

formules (i), M par sa valeur -ira' p (i -t-X')^ (i 4- ^'*) *, 

puis de supposer infini X'ou^;on trouve alorsX=o, ce que 
l'on devait prévoir, et 

c 

Z = — 47rmp3(l+V)* / " " ^ ^ 

t/o 



/o (i-hV«^)' 



Y = -47r.;,pj(.-+-À')^ / _J^, 



t/o (l 

formules qui s'intègrent facilement. 



-f-V«') 



ï«M» 
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Supposons que le point attiré se trouve à la surface du 
cylindre, ou que — = 15 on trouve 

Z = — ^nmpz\ ^^ i-U 



Y 

et si Ton pose 

il vient 

(4) 



b 

- = Y ou X'H- I =7% 



•y 

Z = — ^icmpz 



Y= — ^Ttmpjr 



7 4- i 

I 
7 -h 1 



formules auxquelles Laplace est arrivé directement dans 
ses recherches sur la figure des anneaux de Saturne. 

§ IV. — Attraction des sphéroïdes. 

72. Équation aux différentielles partie/les à laquelle 
satisfait le potentiel. — La fonction V de a:, j^ z jouit 
d^une propriété remarquable, exprimée par une équation 
aux différentielles partielles, qu'il est fort utile de connaître 
dans Tétude de l'attraction des sphéroïdes. 

En conservant les notations du n° 55, on a 







'•=V 


'(X- 


■ x'Y + 


(r 


— 


■y Y H- 


[z- 


-')\ 








dl 

r 
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X 

— J 


dL 
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l^ 
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dl 
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IFz 
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z' 


_ 


z 


dx 




/• 
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et 



rfj' 




r* 


r^ 


r 


= 3'^ 




" 'P 


r 


-3^* 


~3'V 


I 


dz' 




r* 


H* 


r 


r 
1 


r 
1 


= 


da^ 


' dx^ 


' dz- 




V = mS-, 

r 





d'où 



Or, on a 



c'est-à-dire que V se compose d'une somme de termes sa- 
tisfaisant tous à l'équation linéaire ci -dessus aux difTéren- 
tielles partielles \ il vient donc 

d^ d^ d^V __ 

Telle est l'équation cherchée, qui sera applicable à tout 
point ne faisant pas partie du corps attirant, puisque, la 
distance des molécules ne pouvant devenir nulle, les diffé- 
rentielles premières et secondes de - sont toujours finies 

et déterminées. 

Mais si l'on considère la matière comme continue, c'est- 
à-dire comme remplissant complètement toute portion de 
volume d'un corps, quelque petite qu'elle soit, la formule (i) 
ne peut plus s'appliquer au cas d'un point faisant partie du 
corps, puisque pour les molécules contiguës on a r= o, 
a: = a:', y=y\ z= z\ et qu'alors les différenlielles ci- 
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dessus de - se présentent sous une forme indéterminée. 

En considérant ce cas, concevons une sphère enveloppant 
le point attiré /n, et dont le rayon soit assez petit pour que 
la matière qu'elle renferme puisse être regardée comme 
homogène. La portion de V relative à la masse du corps 
extérieure à la sphère satisfera à l'équation (i). En dé- 
signant par a, |3, y les coordonnées du centre de la sphère, 
on a (60), pour les composantes de l'attraction qu'elle exerce 
sur m, 

— -7r/iip(jr— a), — - 71/wp (/ — p), — -7r/wp (3 — 7), 

dont la somme des dérivées partielles prises respective- 
ment par rapport k x^y^ z est — ^T:mp, On conclut de là 
que V satisfait dans l'hypothèse actuelle à l'équation aux 
différentielles partielles 

d^W d^N d*y , 

-d^'^H^^-^^-^''"'^' 

Substituons maintenant aux coordonnées rectangulaires des 
coordonnées polaires, et soient (/îg. 3) 

a la distance du point attiré m à l'origine O, choisie dans 

l'intérieur du sphéroïde 5 
9 l'angle formé avec Oz par le rayon vecteur a\ 
xs l'angle formé par le plan mené par a et O^ avec le 

plan j^Oz; 
a', 6', ct' les grandeurs analogues à a, 0, ex pour un 

point ni! du sphéroïde. / 

Posons de plus 

pt = ces 0, ^ = CCS 9'. 

L'élément sphérique correspondant à m' (58) sera 

Jw =sinô'£/Ô'<^cj', 

de sorte qu'en appelant p la densité du corps au point m', 
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on peut prendre 

Pour tout le volume du corps, on devra intégrer par rap- 
port à Q entre les limites o et ttou entre fJi= i, (a = — i, 
et par rapport à u entre les limites o et îtt. 

Si Ton remarque que le cosinus de l'angle formé par a 
avec a' est donné par 

p = cosÔ cos0'-f- sinô sin0'cos(CT — u'), 

on a, pour la distance rrun'^ 

r = s^a^ — 2 aa! [ces Ô ces Ô' -h sin ô sin Ô' ces (u — u' )] H- a'». 

Enfin, si on laisse de côté le facteur m de V, pour simpli- 
fier l'écriture, ce (|ui revient à ne considérer que T accélé- 
ration due à l'attraction, il vient 



/»27r /» I /» 



P 



a'-'da' 



[cosô cosÔ'-4-sin0 sinô' cos(BT-o')]-h«'' 

et comme on a 

(a) z = acos0, j: = û sinô ces BT, ^ =:asin0sinBT, 

l'équation (i) devient (*) 

d^y ^dW I d'y d^aV 

_ + cosô — + ^^^-^ + «-^ = 

(3) { ou 









(*) Ona 

dx~ dr dx dO dx dxs dx ' 

Pour avoir les différenlielles partielles ^-i ^» — > il ne faut faire varier 
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13. Développement en série de t attraction d'un sphé- 
roïde sur un point. — Si nous supposons que le sphéroïde 
est entièrement compris dans la sphère décrite du point O 
comme centre avec le rayon O/w = a, ou si, dans le cas 
contraire, nous ne considérons que la portion de sa masse 
comprise dans cette sphère, a' sera plus petit que a ou lui 
sera au plus égal. Dans cette hypothèse de a > a\ on pourra 
développer 

«r-=ji-2l[^|i'-hV^i-ftVi-ft"cos(o-iir')]4-^j 

en série convergente suivant les puissances ascendantes 
de — Le coefficient Y, de ( — | sera une fonction entière 
et rationnelle de 



(ï)' 



/; = fxpi' + V^ I — II? y/i— p" ces (cr — ct' ), 

et l'on aura 



'-=2-.^. 



1 o 

Si ToQ représente par U, le coefficient de --^ dans la sé- 



que X daijs les expressions de r, cos 9, tangu résultant des équations (a), ce 

qui donne 

dr do sind drz 

~=cos&, -:- = > "j-=o» 

dx ' clx r dx ^ 

et 

dV ^dy %\ned\ 

-p- = cos ô -; — - • 

dx dr r dO 

d'\ d^V d'Y 

En différeniiant de nouveau, on aura -7-7 9 et de la même manière -rn -tt* 

dx* ify* dz* 



i6o thaitê élémektaire 

rie V, on aura 



(4) 



X27r /»-+- I f* 

00 



o 



En substituant dans la seconde équation (3) le déve- 
loppement de V, et égalant à zéro les coefficients des diffé- 
rentes puissances de -j on trouve que Uy, fonction entière 



et rationnelle de fx, v^i — p*cosrj, ^i — fjt'sintr satisfait à 
Téquation aux différentielles partielles 

à laquelle satisfera également Yy, puisque cette fonction 
n'est autre chose que ce que devient Uy quand le corps 
attirant se réduit à un point. 

Nous désignerons sous le nom de fonctions sphériques 
les fonctions telles que Uy, dont nous déterminerons plus 
loin la forme générale pour toute valeur de l'indice v. 

Le développement de r~*, suppose que — <]] i^ mais par 

suite de l'intégration, la série qui en résulte pour V ne cesse 

pas d'être convergente, lorsque —=i. Pour établir ce 

théorème, il nous suffit de prouver directement que V 
est toujours développable suivant les puissances ascen- 
dantes de -5 lors même que pour certains points du sphé- 



roïde on a — = I . 
a 



Soit q l'angle formé par le plan mOm' avec un plan 
fixe passant par Om\ l'élément sphérîque correspondant 
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ap elq étant — dpdq, Y peut se mettre sous la forme 
(a) V = i P^'da' r dq Ç , P*^^ w^ . 

Or on a, en intégrant par parties, 

[ y r ^ ^àp P A w «>» 

(6) J y/, -— /> + - 

et en appelant J Tangle to'O w, ou posant p = cos J, 

= 1 I (cos^-h V'— isin^) I (cos^— v'— isinjî) • 

Les deux facteurs de cette expression sont développables 
en séries convergentes, d'après la loi du binôme, lors 

même que — est égal à Tuni té (* ) . » - ^ 

Le produit de ces deux séries, ordonné suivant les puis- 
sances ascendantes de —9 sera également, dans les mêmes 

conditions, une série convergente^ car une pareille série 
ne cesse pas d*ètre convergente lorsqu^on la multiplie par 
une somme de termes dont la valeur est finie; et par une 
raison aussi simple, une double ou une triple intégration 
ne peut pas altérer la convergence de ce produit. Donc, en 
définitive, le développement en série de V suivant les 

puissances ascendantes de - sera, non-seulement conver- 

(-) A8EL,t. I, p. 87. 
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gent lora|utf le «{tèvéroide piHMëdéra des pointt éj^alettlélit 
distants de Torigiiie que le point attiré, mais encore 
lorsque le point viendra se )pla<^r sur sa éinf^fate. 

La làompo^tote de Tattrackion suivant le rayén a, ou 



dû 



f 



est également développable en série convergente suivant 
les puissances ascendantes dé -9 dans les mèàies donâitions 
que V. En «âet, en ifiii^i>afit pur parlicB^ bn & 

et, d'après ce qui précède, le développement ^st .possible 
pour le second terme de cette expression. Or, pour une 
lâèttte Vûlëùt dé a\ lè^ litoitésde p d6ùt foiictloâ tle ^, c^ ré- 
ciproquement, ç peut être considéré tomme unefoiictiiMide 
Tune ou Taulre de ces limites. Il résulte de là que si p^ 
rèphéséïité l'^nédés îïmrttfs èe p^ rintëgridè 

./p(-ïï^)('-?^/'+ï) ''*» 

pourra être remphicéç par une autre de la forme 

la fonction 9 (p') pouvant renfermer a\ et une intégradon 
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par parties prouvetra, 4^ la XB^e mànièrm qm untt ii 
rfaenve^ tp» cette «xpmsfiion est 4évelpppable en série 

convergente suivant les puissances ascendantes de — > lors 

Bctèiiai^ epj^e J^e p^a^imum de ce rapport^ p«ut aueifidr^ JW 
nité, ce qu'il fallait iétablir. Si donc pn connaît le 4^¥elop^ 
pement de V, il suffira de le différentier pour avoir celui 

de -V 
da 

Pour Ja portion du spbjér<Mkle ^iciérienr^ à la •spjière 4e 
rayon Uk, — sera an moins ëgal à l'unité, et Ton pontra dé- 
velopper r'^ en série convergenjte ojidoiiinée suivanit Içs 
puissances ascendantes de -7^ et l'on aura 



:00 

a' 



V = o 

Yy représentant Ja même fonction que ci-dessus. Dési- 
{^ant par Uy^ le coefficient de à^ dans le dév^Gj^pement 
de V, on aura 



Uy élani une Ëo^qûoii ^hérique d'indice v. On s^jaasu^air^ 
de la même manière que tout à l'heure que la série qui 
repr^^ite V est toujours convergente, ainsi que 8|a^4érivée 
par rapport là 41. 

S'il s'agit d'iva point intérieur à une couche matérielle, 
lesibrmule» (4) .s'appliqueront a la portion 4ie.<:etie couche 
«Ktérieiïre à 1^ sphère de raj^on <a, et les formules (6) à 
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l'autre portioa de la masse. La réunion des deux valeurs 
de V donnera l'expression totale du potentiel pour la masse 
entière. 

Les corps célestes affectant des formes peu différentes de 
celle de la sphère, nous sommes conduit à chercher ce que 
deviennent, dans ce cas, les formules précédentes. 

74. Attraction d'aune couche homogène infiniment 
mince, terminée par deux surfaces sensiblement sphé- 
riques sur un point de la surface extérieure, — On peut 
considérer Faction d'une pareille couche comme la diffé- 
rence des couches qui seraient limitées intérieurement par 
la sphère inscrite à la surface, et extérieurement, Tune par 
la surface, extérieure de la couche proposée, l'autre par sa 
surface intérieure. 

Supposons, par exemple, que Isijig» 7 représente la se- 
conde de ces deux couches fictives 5 et soient O le centre 
de la sphère; A son rayon; m le point attiré supposé très- 
voisin de la surface extérieure de cette couche ; /i, n' les 
points où le rayon Om rencontre la surface extérieure et 
celle de la sphère ; e l'épaisseur très-petite nn' de la couche 
en n ; ma, ma^ les tangentes menées du point m à la sec- 
tion déterminée par le plan de la figure, dans la surface 
extérieure, a, ai étant les points de contact; mb, '^^1) ^^^ 
tangentes analogues menées au cercle intérieur, rencon- 
trant la courbe précédente en a, b et «i, ii, les points de 
contact étant en a' et a\ ; cî l'angle formé avec Om par un 
rayon quelconque mq^ compris dans le plan de la figure: 
ce rayon rencontre les surfaces extérieure et intérieure en 
p, q et p\ cf. 

D'après ce que nous avons vu (67), le segment 
(bam, bitti m), et à plus forte raison une fraction de ce seg- 
ment, n'exerce sur m, suivant mO, aucune attraction. 
La composante de l'attraction, parallèle à la même direc- 
tion, du segment a'<x a, a\ sur m peut être considérée comme 
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la différence de celles que produiraient les segments ci nui ^ s 
ama^y et Ton a, d'après le numéro précité, pour cette com- 
posante, 

Considérons maintenant le segment dbbid^j et appe- 
lons u la longueur q(fy et d(ù l'élément sphérique mesu- 
rant l'ouverture du cône élémentaire issu de m et corres- 
pondant à m^; la composante suivant mO de Fattraction 

de ce segment sera p I udoicosdj et en désignant par a 

la distance Om, on a pour la composante de l'attraction 
totale 



dV r 



cos$d(ù -{- 27rpe. 



On reconnaît facilement que le potentiel est du second 
ordre ou négligeable pour le segment dacLxd^^ et que pour 
Tautre segment a^&&i a, il a pour valeur 

en négligeant le carré de m 5 et on peut prendre, en conti- 
nuant la même approximation, 



mçr' = /l' gr' = 2 A cos ^. 

Ou a donc 

V=:2Ap I ucosSdoi, 

et enfin 

dV 

(7) V-4-2A — = — 47C(rAp. 

Pour la couche formée par la sphère et la surface exté- 
rieure de la couche proposée, on aura une équation pa- 
reille, et, en là retranchant de la précédente, on retombera 
sur une relation de la même forme. Donc l'équation (7) 
s'applique à une couche homogène infiniment mince quel- 



i66 TBAiTÉ élAmeutairb 

conqoe, pourvu qu'ella soit peu di£Eâirente dm la fornic 
apkérique) o représeitUnt son épaisseur suivant le rajron 
mené au point attiré. 

75. La même formule s'applique également à la différence 
des attraclions d'un sphéroïde peu différent d'une sphère et 
de ceUe sphère, en considérant Tépaisseur e commç posi* 
tive ou négative, selon q.u'eUe correspond à un point de la 
surface, extérieur ou intérieur a la sphère. Pour s'en con- 
vaincre, il suffit de retrancher, en négligeant les termes du 
secoïtd ordre, lés réirultats del'appKcation de Téquatibii (7) 
à deux couches infiniment minces limitées^ Tune par la 
surface du sphéroïde et sa sphère inscrite, et l'autre par 
cette sphère et celle qui détermine l'excès sphéroïdal pro- 
posé. Si l'on fait passer la sphère par le point attiré, on a 
c = o et 

et comme^ pour la sphère entière de rayon a, on a 

la formule 

est applicable à toute la masse du sphéroïde. 

76. Attraction d'une couche homogène très-mince, 
peu différente de la forme sphérique sur un point de sa 
surface intérieure, — En négligeant les termes du second 
ordre, la valeur de V est la même {fig. 5) pour le point n' 

que pour le point m \ l'expression de — — relative au 

poiut m est égale à la même expression correspondant au 
point n. augmentée d^ é^Ttpc (67). U suffît donc, pour 
avoir U relation cherc}iéc, de remplacer dans l'équa^ 
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tîon (7) — — par -^ ^ — h 4l'^pc^ ce qui donne 

77. Développement en série 4^ l'attraction d^yn sphé^ 
roïde homogènts peu différent d'aune sphère suf up, point 
extérieur. — I^e tout se rëduît à calcvAer la valeur de V 
relative à Texcès du sphéroïde sur la sphère de rayon a. 

Si 1,^ çQi^t B3t ^jrè&TVO^si^ 4v sjJb^rqijcÎQ, il ppurnc se 
ftâl'fi SiU>ae pprtÂw 4^ pe^ ejf.ç^ ^\i ejqiéirieufe â| la aplu^» 
de l^ftjpu 4> ponioppi, ^ MfQ^ll'f^ W dpxça i^pliqui^r )^ ibi^- 
ii^nJiç;^ ($}, taudis que ppiir 1^ r^^«t i^ U iMMe» «ai devrt 
employer les formules (4). 

Soient a'= a(i -h ^') le rayon de la surface du sphé- 
roïde correspondant aux angles fi' et çy'*, a(i + ^) le rayon 
déterminé par la direction de a^ o'est-à-<lire celui pour 
lequel on a 6' = 6, u' = tr. Nous supposerons que z' et ses 
dérivées sont des quantités assez petites pour que Ton 
puisse en négliger les puissances supérieures à la première 
et les produits entre elles. Nous pourrons ainsi remplacer 
daps l^ {M:çmières formules (4) et (6) les puiasances cb a! 
par les mêm^ pi^^ça^cç^^Ç k^ oe qui donne 

SI i*on ajoute ces deux expressions, rintéçfatîon, par^^ap- 
port à a^, d^ second membre de l'équation obtenue Rêvant 
s^étendre à l'ensemble des deux portions de l'e^c^s sphé- 
roïdal, ou à son épaisseur totale as', il vient 

TT . . p'in /»"hi 
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Or, des secondes formules (4) et (6) on lire respective- 



ment 






Si le point attiré est situé à la surface du sphéroïde, ou 
si a = A (i + 'S), la première de ces expressions est égale 
a — 4npk*z (74), et la seconde est nulle (75). On a donc, 
en retranchant la seconde de la première et supposant 
a = jl dans le résultat^ 

oo 



maïs la fonction 



— 4- A>U^*^ 



satisfait comme chacun de ses termes à l'équation aux 
différentielles partielles (5); d'où il suit que z et en gé- 
néral une fonction quelconque de (i et de ijr, pour toutes les 
valeurs de ces variables comprises respectii^ement entre — i 
et'i'ietoet stt, pounm quelle reste finie, est déi^eloppable 
en une série limitée ou non de fonctions sphériques : z peut 
en effet être considéré comme une fonction quelconque 
de ^ et C7, qui reste finie entre les limites ci-dessus, mul- 
tipliée par un facteur constant aussi petit que Ton voudra. 
Si l'on pose z =/^(fx, u), on aura, d'après les équations 
(9) et (c), 

00 



DB MÉCANIQUE CÉLESTE. 169 

ce qui donnera le moyen de développer la fonction/(|x, u) 
sous la forme ci-<lessus ('*'). 

On a, pour tout l'excès sphéroïdal, relativement au 
point considëré de la surface, 

O 

mais si Ton suppose z développé en fonctions sphériqjues 
dont nous désignerons par Zy celle d'indice v, ou si Ton pose 



00 



O 

on déduira de la comparaison de cette formule avec l'équa- 
tion (c), eu égard à la relation (9), 



^=4-pi:i^ 



(!•) 



2V-I- I 






Ces formules sont également applicables au cas où le point 
attiré étant extérieur, est cependant assez voisin de la sur- 
face du sphéroïde pour que l'excès sphéroïdal soit coupé par 

la sphère de rayon a \ car pour la valeur ^^ a" Uy de V rela- 
tive à la partie extérieure de cette sphère, on peut toujours, 
en négligeant les termes du second ordre, supposer a = a, 
comme pour la partie intérieure, et l'on retombe sur les 
formules (9) et [d) d'où résultent les relations (11). 

(*) M. Lejeane-Dîrichlet {Journal de Crelle, i, XVII) et M. O. Bonnet 
ont donné chacun successivement une démonstration directe et synthétique 
de ce théorème dû à Laplace, à Tabri de toute objection. Mais il est regret- 
table que ce mode de démonstration ne conserve aucune trace de la marche 
qai'a conduit à cette découverte Tillustre auteur de la Mécanique céleste. 
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Metnargue. — Si «, p, y sont les troift demMUs^ ffio-^ 
cipaux d^un ellipsoïde, et r son rajoa recieur, on a pour 
Tëqnalion polaire de sa surface 

, / sin' cos'' u sin^ 9 sin' ex ces* \ 

Si cet ellipsoïde diffère très-p«u d'une sphère d'un rayon 
égal k À, on trouve facilement, en négligeant le carré de la 
différence, que 

r — A . 

= 6 sin*0 cos*cr -4- l'sin'ô sin^ts -f- •*'cos'0, 

A 

e, s', e^ étant des constantes de Tordre °^ ^ > L—t^ ^ ^ ; 

on TOI t aÎBsi que " on ir se Tédsit à la fonction Zf. 

Si Ton a e = i', Tellipsoïde est de révolution autour de 
Taxe Oz, et il vient 

^ = esin'G -h i"cos'G =^ e 4- f*^ («" — «)• 

78. Propriété remarqutable des fonctions sphériques. 
— Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer une pro- 
priété importante des fonctions telles que Uy, qui nous 
sera fort utile dans la suite et qui consiste en ce que 

dj3 I UyW.ye/f* = O, 

Uy, Wy/ étant deux fonctions sphérîques d'indices diffé- 
rents V, v^ En efTet, en multipliant Téquation (S) par 
W.,/dad(JL^ et intégrant par rapport aux variables fx et îs, 
il vient 

v(v-4-l) fi UvWy///0^/* 
Il A "^^ 



DB XÉCAVIQUE GÉI,.E8TE. I7I 

et Ton a de même 
d*oA, par différence, 

/ [^(v + i) — v' (v'-h 1)] r rU,Wv'rfore/pt 

Or, on a 



/( 






expression qui s'annule entre les limites -hi et — i de (x, ei 

qui s'annule également entre les limites o et 2 7r de u*, car 
d'après la forme entière et rationnelle des fonctions Uy, Wy/, 
par rapport a cos n, ces fonctions et leurs dérivées par rap- 
port à X3 prennent les mêmes valeurs pour ces deux limites, 
d'où résulte le théorème énoncé. Si v = v', le coefficient 
de l'intégrale du premier membre de l'équation (/) est nul, 
et on ne peut pas conclure de la démonstration précédente 
que cette intégrale est nulle. Elle a en effet une valeur dé- 
terminée dont nous rechercherons l'expression à la fin de 
ce chapitre. 
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On tire de là cette conséquence 

du I Uvû?f* = o 

lorsque v est différent de zéro, puisque Tunité satisfait à 
Téquation ( 5) et n'est autre chose que Yq. 

79. On voit aussi, en remplaçant dans la seconde éqtia- 

œ 

tion (il), z' par son développement -3'= T^Z'^j Z'^, étant 

o 
ce que devient Z„ lorsqu'on y change fi en fi/et ct en ci', que 

(i3) Zv==2JL±i r"''^^/ r'^'z'^YvV; 

car Yv étant symétrique par rapport à fx et jx', ts et o', est 
une fonction sphérique de l'ordre v en (jl' et o'. 

80. Pour un point attiré extérieur au sphéroïde, on em- 
ploiera la formule 

00 

o 

dans laquelle, d'après la formule (9), le théorème (78) et 
l'équation (i3), Uy a pour valeur 

X27r /»H-i 

Jo t/-i 2V-M 

On a donc enfin, pour l'excès sphéroïdal, 

00 

(i4) v=47rpA3 5;-^ — 5i-, 

o 
et pour le sphéroïde entier, 

(.5) V = |np^+4.p.'2«4-^^- 



2V 
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81. Propriété des fonctions X„ — Si l'on suppose 

ff = o, on a r~* = a~* i / i cos H — 75 et nous désî- 

y a a! 

gnerons par Xy le coefficient de ( — j » dans le développe- 
ment de ce radical \ cette fonction de 6 n'est évidemment 
autre chose que ce que devient Yy en y supprimant tous les 
termes en xs — xJ ^ et en y faisant O'srr o. La fonction Xy 
satisfait donc à Tëquation différentielle 

— ?L-Kv(v + l)Xy = 0, 

déduite de l'équation (5) où l'on supposerait Yy indépen- 
dant de 17 . 

Si Ty/ est une autre fonction semblable à Xy d'indice dif- 
férent de V, on a 

XyTy' d^ = O. 

Cette propriété résulte de l'équation (/"), en y supprimant 
l'intégration et les dérivées relatives à C7, et en y rempla- 
çant ensuite Uy, Wy par Xy et Ty/. 

82, Simplifications que F on peut faire subir au rfeVe- 
loppement en série de V attraction d^un sphéroïde homo^ 
gène peu différent d 'une sphère sur un point extérieur. — 
Supposons que l'on prenne pour origine des coordonnées 
le centre de gravité O du sphéroïde, et pour la sphère celle 
qui lui est équivalente en masse ou en volume. Le volume 
du sphéroïde sera, eu égard à l'équation (12), 



I^Tà^-hA^ r ' drn' j 2/dit'=^nA''hJ^' C dm' Ç t^d^ 
Jo J — I t/o */ — I 

= |7rA3-+-47rA>Z'., 
d'où Z', = o, d'après l'hypothèse admise. 
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La foiictîon 71 ^ est, comme la fenctîon Yi, «lie ibnciion 
linéaire de sin^cost;^ sind' sin cr^, cos 6^, ou est de la forme 
Z', = a sin ô' cosw' H- p sin ô'«in w' 4- 7 cos 9' 

tf 1 A 7-^^D^ ^s constantesi ^, ig^ (^ les coordonnées pi'ectan- 
galaii^és de Télément de masse dm de Texcès sphéroïdal, 
correspondant aux angles & et tff'. 

Pour que le point O soit le centre de gravité du sphé- 
roïde, il suffit qu'il soit celui de l'excès spbéroïdal, ou que 
Ton ait 

I ^fim = o, j ndm =1 o, 1 Çcfw = o. 
Il vient donc, en multipliant l'équation ci-dessus par 
et intégrant, 
k'p Ç ""dm' Ç Tl,z'd^' = lioL fçrf/w-f-p Çrtdm-hy ÇKdm\ = c 
L'int^ale du 'premier membre se réduisant à (78) 

du' Z'^d^\ 

dont tous les éléments sont essentiellement positifs, il faut, 
pour qu'elle soit nulle, que Z', = o pour toutes les valean 
de ^ et vfy ou que a = o, jS £= o, 7 cr o, quels q«w soiem 
d'ailleurs et t7 ou la position du point attiré par rapport k 
celle du sphéroïde. 

Ainsi la double hypothèse que nous ayons faite permet 
de supprimer les deux premiers termes de la série qui re- 
présente z. 

83. Attraction d^un sphéroïde très-peu différent d'aune 
sphère sur un point de son intérieur. — Il suffit, pour dé- 
terminer cette attraction, de calculer celle de Texcédant du 
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spkérotti» sur la sphère. En admetlant que le {mut attiré 
soit compris dans Fexcès sphéroïdal, on emploiera respect 
tivement les deux formules (lo) pour les portions intér 
rieure et extérieure à la sphère de rayon a. Or le second 
membre de la première est nul (74), celui de la seconde 
est égal à 4'^k*a. Si donc on y suppose a s= 1, que Ton re« 
èravche la seconde "de la pretnière, on retombe swr les ibr- 
mnies >(e), {d) et (i i) établies pl<its haut, et Ton trottY«^ 4Wi 
lîeiide la fo^miile ^14)9 



îv 



iv 



1^)ûr aVôîï* ïa vàletlr complète de V relative au sphéroïde 
ëntiet, il fàu'd!ra tenir compte de Faction de la sphère de 
rayon a, et de ôelle de là côùche sphériqùe d^épaisseur 

A — a, ce qui donne la sonune 4 Trpa* 4- a7rp=(A* — a*), et 

Ton a par suite 

(,6) V=p/!2,rA»-|ira«-H4T^-2j; 
\ o 

84. Atttaction des sphéroïdes composés de couches 
homogènes peu différentes de la forme sphériqùe. — 
Soient 1(1 + i) le riayon d'une couche d'^ale densité du 

sphéroïde, p ceue denisité qui est uniquement fonction 

00 • 

de ▲; z est une fonction de la iopme ^ Zv, Z» pouvant 

o 
dépendre de a. L'attraction sur un point extérieur exercée 
par là couche de rayon d\^k{i -^ z)'\ «'obtiendra -en diff!S^ 
rentiant par rapport à A la formule ((5), en considérant p 
comme constant, ce qui donne 

4 « « -^(2vH-l)fl^" 
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il Tient par suite, pour le sphéroïde entier, Ai «tant la Va- 
leur de A à la surface, 

o 
Pour avoir la valeur de V relative à un point intérieur, 
on déterminera d^abord la partie de cette fonction corres'» 
pondant à toutes les couches auxquelles le point est exté- 
rieur, et qui sera donnée par Féquation précédente, en y 
remplaçant la limite Ai des intégrales par la valeur a rela- 
tive à la couche sur laquelle ce point est situé. On obtien- 
dra la seconde partie de V en différentiant l'équation (16) 
par rapport à a, /3 étant considéré comme constant^ puis 
on intégrera entre les limites a, a = Ai, et on aura en 
définitive, pour l'attraction totale du sphéroïde, 



A 



Zv) 



(17') 

formule dans laquelle, les différentîations et intégrations 
étant effectuées, on remplacera a par A(i-f-2), ou du 
moins dans le premier et le troisième ternie, et tout sim- 
plement par A dans les deux autres, puisque Ton néglige le 
carré de z, 

88. Attraction d^une couche homogène d^une épaisseur 
quelconque y limitée par deux surfaces sensiblement sphé- 

QO 

tiques sur un point intérieur. — Soient A-|-A^Zy, 



a' -t- a' y^ Z[ les rayons des surfaces extérieure et inté- 


rieure de la couche; comme nous pouvons supposer que 
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les constantes Zf, Z', sont comprises dans a, a'^ il est inu- 
tile de les écrire. 

En plaçant Torigine au centre de gravité du sphéroïde 
limiié par la surface extérieure, nous aurons Zi = b* ' 

Les valeurs de V relatives aux sphéroïdes limités rcspec-* 
tivement par la surface extérieure et la surface intérieure 
de la couche considérée sont (83) 



d'où, pour la différence, 
(.8) 



y = QO 



X 



r Z>^^ /vT a^ (^_A.\] 
3 "^ ii- 2V-M \a^-^ k!^^) y 



Pour qu'un point quelconque placé dans Tintérieur de 
la couche soit également attiré de toute part, il faut que V 
soit indépendant de a, o, d, ou que 



.,=.. |;=(i)-. 



Si la surface extérieure est elliptique, z se réduit à Z^ (77), 
et par suite z' à la fonction Z', donnée par la formule 

Z, _ 

Les rayons A{i-h-Zj), a'(i-|-Z'2) étant dans un rapport 
constant, les deux surfaces sont semblables, ce qui est 
conforme au résultat obtenu au n^67. 

86. Détermination de la forme générale des fonc- 
tions Yy. — Dans tout ce qui précède, nous nous sommes 

12 
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servi des fonctions Yy, sans nous préoccuper de leur dëter^ 
mina(ion. Nous allons maintenant chercher à arriver k la 
forme sous laquelle elles se présentent, en employant la 
méthode de Jacobi (^), qui est la plus simple et la plus 
^l^ante de celles qui ont été proposées jusqu'à ce jour. 
Nbfus prendrons pour point de départ l'identité 

' V^ 4- B« -4- C? airX A:;*-il 



^ A^ -h B* -4- C? ^^ Jo A7*-«Bco8a + iCsina 



/représentant ^ — i, et A, B^ C des quantités indépen- 
dantes de la variable a. Nous rappellerons de plus que Ty 
est le coefficient de k' dans le développement de 

V 1 — 2^[cosôcosô'4-sînôsinô'ces(cF — b/)]-!-/* ^^ 

o 

Si l'on pose 

A = cosô' — k cosô, 

B = sinô' cosu' — sin ô coscry 

C = sinO'siûw' — ^sinô sinw, 

les deux expressions (a) et ((3) sont identiques et l'on a 
par suite 

VTF=-i- r - 

éiâ ^ 2ir J^ ' CCS ô' -4-1 sin ô' ces (u' — a) — A[cosô4- isinôcos(o— a)] 

o 

Développant le second membre de cette égalité suivant les 
puissances ascendantes de Ar, et identifiant les termes sem- 
blables, on trouve 






^^ [cosô -f- /sinO GOs(t7 — a )Yd(x 
[eose'-4-isinô'co8(i!T'— a)]»^'' 



(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. X, îBHh. 
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Sorait 

[cos9 + /$m9cos(Gr — ol)Y 

. = Xy-4-2/XyCOs(cT — a) — 2XyCOS2(cT — a)..., 
(7) V 

[œsO' -4- isinO'cos(o' — a)]-^-*-») 

= P^-f-2ÎP'^cos(CT' — a) — aP' cos2{0^— a). . . 

les dëveloppemeuts suivant les cosinus des multiples de 
CT — a, tj' — a des deux facteurs qui se trouvent sous le 

signe f *, il vient, en effectuant Tintégration, 

(S) Yv = PyX, — 2PvX'vCOS(l» — cr')-|-2PÎXyC0S2(l» — I»'), . . 

Les fonctions Pv" , X»"* de 6' et 6 sont identiques, à un 
facteur numérique près ; car d'après la forme du radical (j3), 
et 0^ doivent entrer symétriquement dans les coefficients 
des puissances de cos {u — cj'), ou, ce qui revient au même, 
dans ceux des cosinus des arcs multiples de a — zs'. 

Pour ff= o, on a, en ayant égard au premier des déve- 
loppements (y), 

Yy = — I [ COS -t- isin 9 cos(f* — a)]" rfa = Xy ; 

Xy est ainsi le coefficient de A:" dans le développement de 

(i — a*oosÔ4-fc')"'^. 

En supposant 6 = 0, on trouve de même Py = Yy , 
et Py est le coefficient de A" dans le développement de 

( I — 2* cos ff -h k^) % d'où il suit que Py etXy sont deux 
fonctions complètement identiques, l'une en 9', et l'autre 
en 6. " 

Posons 

cd«6 = fA, isinô^** =z; 
on a 

2«(cos9 4- / sinôcosa) = (fA-H-z)' — i, 

12. 
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d'où, d'après la première équation {y), en y changeant 
ts — a en a, 

[(ft -f. zy — i]^= a^'z" (cosô -+- 1 sinO cosa)*' 
\ smô sin'ô z z^ 



• - vC»») , 



Les fonctions Xy ne renferment que (x, et le coefficient 

de -z"*"*"" est 



2 tC^) _ ^ yW 






Or, d'après la formule de Taylor appliquée à [((x4--z)* — i]*", 
ce coefficient a aussi pour valeur 

1.2.3. . .(v4-/w).dfft»'+*'' 
Il vient donc 

m 

a» 1.2.3. .(vH-OT)rf(4»-H-' 

par suite, 

2^.1 .2.3. . V.^/p** 

et 

1.2.3... (v 4- /7i) ^ ^^ ^^-• 

II ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la forme 
des fonctions Py . Si l'on pose 

cosô' = \l\ i sin ô' tf** = z', 
il vient, en vertu de la seconde formule (y), 
[( pt'-H «7— i]-(v+t) = (2z')-(''+'^ (cosG' -H /sine'cosa)-(v+') 

=(.zo-c-)(p,+p;.^^,+p:.^-5^+... 
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et le coefficient de ^-(••^*)+~ du développement est 

^ ^ sin-e' ' 

Mais si une fonction de (z'+ fx^ ^^^ développable en série 
ordonnée suivant les puissances entières, positives et néga- 
tives de z', tt.(v+i) étant le coefficient de z^(*+*\ celui de 

1.2.3. ..(y — m) /£;««-(v+o\ 

^ ^ 1.2.3...V \ ^ft'" y* 

Or le coefficient de J"^^^) est 2"^"+*^?^; par suite, celui 
de z'~f*+*^+^ a pour valeur 

i.2.3:,.(v-^//») ^^ rf«P, 

^ '^ I.2.3...V "" duf-' 

et en Tégalant à celle (e) que nous avons trouvée plus 



( « ) En efTet, soit 

-H "-i«'" ' -*- «-a«'"^ -*- . • . -4- «-•-v*'"*' -i- . • . 

Différentiant par rapport à p.\ puis par rapport k <', et identifiant les résulta ts, 
on trouve 

«.,= -,-±±1); 

de même, 

et ainsi de suite. 
On déduit de là 

B_y==:(— iTvfv -*-!)... (v-t-m—l)£!j!=i]l±«2) 

^ ^ I a.3...v d/t"" 

En changeant dans cette formule y en y + i — m, on retombe sur le résultat 
indiqué dans le texte. 



haut, oq obtiem 

m 

^ ^ 1.2. 3.,. Il ^ '^ ^ rffA""' 

et comme Xy et Py sont deux fonctions identiques, Tune en /i, 
l'autre en fx^, on a 

Il vient donc, en se reportant à la formule (^), pour l'ex- 
pression de Ty, 

n= y 

I .a.d. • . (v — m) 



'«^ I . 2 . 3 . . . 



(v + iw) 



X (I - ,^f (I -- f.-)^ P^ ^ eos;. (. - .'). 

87. Forme générale des fonctions sphériques, — La 
forme générale de Uy s'obtiendra en multipliant Y^ par une 
fonction arbitraire de fx', tj', puis intégrant par rapport à 
ces deux variables de — i à -|- i pour la première, et de o a 
27r pour la seconde. On arrive ainsi à une expression de la 
forme 

Uv= A<;'X.4- 2 (I - f^'f ^ ( A'7cosm«T+ B^r'sinmsr), 

m = I 

les quantités AJ" et B^, étant des consuntes arbitraires. 

88. Détermination de Vdntégrale 

dtS I UyWyrfft, 

Uy, Wy étant deux fonctions sphériques de même ordre, — 
Soit 

m' = I 

X ( a'J'^'^coshi'o 4- B'/'"'^siniii'i»); 
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on a 

• air 



Xair •» air 

cosmfj,cosm'mdmi=Oy j siqmv .8iDi9i'o//cr = o, 
Jo 

lorsque m est difierenl de m\ et, dans tous les cas, 

Xaw 
cosm t7 sin m' cr = o, 

Xair /» 3ff 

t/o 
Il vient donc 

Xair /*"*"' 

dm j VyWydyi 

=.jr;TA.A:x:+2('-^')-(^')' ' 

L. m= I 

X ( Al'"U'i'"^ -h b1'">B'J'-> ) rfft L 

Soit U^ ce que devient Uy quand on y change fx et C7 en 
f/ et cj^; on a de la même manière, en ayant égard a la va- 
leur ci*dessus de Yy (86), et remarquant que Xy devient Py 
par le changement de /x en fi!y 

Xa« /•-M , 
dm j UyYv^f*' 

=.jf;'LM:+2'(.-.'r(^')' 

L m=:i 

^^" ^^ dl»y 1.2.3. .(v-h/i») 



X {^^ co&mvj' 



•Bl"*^sinmfj) j ; 



or, d'après la formule (i3) du n^ 79, en y changeant Zy 
en Uy, cetteÎBtégrdeest^aleà -5— j^; si l'on pose cette 

2 V -f- I 
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égalité et que l'on identifie les coefficients de 

on trouve 

- ,.2.3...(>-^) -;7+r=j_. ('-'^^"irfrj ''' 

puisque Py se change en Xv en y remplaçant fi! par fx. II 
vient donc en définitive 



X27t /*"•"* 



"" 2v-hi 



X I AvA 



^■*-*2' ::::3:::i:-:; ('i-''':'-'+»i-'»r')1; 

L m=i J 

telle est rintégra)e cherchée. 

89. Relation entre les moments d^ inertie principaux 
relatif s *au centre de grav^ilé d'un sphéroïde peu différent 
d^une sphère. — Nous supposerons que le sphéroïde est 
composé de couches homogènes peu différentes de la sphère, 
mais dont la densité peut varier de Tune à l'autre^ soit 
a = A(i-hz)le rayon vecteur de l'une de ces couches cor- 
respondant aux angles et cr, a étant le'rayon de la sphère 
dont elle diffère peu et p sa densité qui ne dépend que de a. 
Désignons par A, B, C les moments d'inertie du sphé- 
roïde, par rapport aux axes principaux OXy Oy^ Oz pas- 
sant par son centre de gravité ; leur somme étant égale à 
celle des masses des éléments matériels des corps multipliés 
respectivement par les carrés de leurs distances à Torigine, 
op a, en supprimant les accents de a, /jl et t7, 



'///' 



pa^eiadfidwf 
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OU, en remplaçant a par sa valeur k{i-h z) et négligeant 
les puissances de z supérieures à la première, 

On trouve de même 



j 2C- (A + B) = -| jyjp (f^'-j) ''l*'^""'(*') 

- 3 fffp ((*'-0 df,dr,d{KH). 



d'où 

w 

Soit . ... \ ■ 

z =zZo-\-Zi2 -+• Z3 4- . , . • 

le développement de z en fonctions sphériques, Zn étant 

nul, d'après le n° 82 5 si l'on remarque que (i? — ^ est un 

cas particulier de la fonction Zj, l'équation (a), d'après le 
théorème (78), >se réduit à 

(P) !^C-^{h'^Ji) = —3 C rfpL*--Ùdiidmd{A^Z,). 

Or, on a, d'après les n°* 86 et 87, en supprimant, pour 
simplifier, les indices inférieurs des coefficients, 

Z,==A(»)(p^---j-hA'')fAV^^--fA'sinnTH^B('){AV^i— fA'coscï, 

les coefficients À(<^^ A^'^,'W\ A^*), B<*) pouvant renfer- 
mer A. 

Appelant, comme au n*' 82, ^, y], f les coordonnées d'un 
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élément du corps, on a 

Ç=:fl^l — -pt'cOStar, 



Yi = a^i—^sinxj, 

et pour exprimer que les axes coordonnés sont des axes 
principaux, 

I j j a^Tndyidzjda =z o, 

I f 1 a^tidykdt3da=zo, 

OU, en remplaçant les coordonnées par leurs valeurs et a 
^parA(n-z), 

/ 1 ipfit\/l — fit^COSlïI£/[A'(l-Hz)']«?fit«?CT = 0, 

/ / /pf^Vi — fA*sinBr</[A«(i-hz)*]€/fAjBr = o, 
/ / /p(i — p^)sin2wdf[A3(H-z)»]€/prfcr = 



o. 



Si maintenant nous ne conservons que la première puis- 
sance de la fonction ^ de fx et de tr, à laquelle nous substi- 
tuerons son développement en fonctions sphériques, et 
si nous remarquons que pr\/i — p* cosct, py^i — fx*sinCT, 
(i — (A*)sinaTar sont des cas particuliers de la fonction Z«, 
les conditions précédentes se réduisent' à (78) 

/ / /pf*V^'^ — iiL^costjd{A}Zi)diidTj = o, 

I l j ?V-\I^ — \t?Ûntsd[K^Zi) dy^dcT = O, 

/ / /p(ï — fA0sin2o£/(A*Zî)^fArfo =o. 
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et en y substituant la valeur ci-dessus de Zi, on trouve que 
A^^J = o, B^*^ = o, A^*^ = o, ou que cette fonction se ré- 
duit à 



Z,= A»(fi«-iWB(«)(i^fit') 



C0S2t7. 



Portant cette valeur dans Tëquation (P) et intégrant par 
rapport à fi entre H- i et — i , et par rapport à r? de o à tt, 
on trouve 

2C — (A-hB) = ---^ Çpd{K'A'). 

En divisant par a G et continuant rapproximatîon adop- 
tée, ce qui revient à réduire C à la première des intégrales 
qui entrent dans son expression, il vient 

2C— (A-f-B) _ fpjdA'A'') 

Telle est la relation cherchée, qui nous sera utile plus tard 
dans les questions relatives au mouvement des corps cé- 
lestes autour de leurs centres de gravité. 
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CHAPITRE IV. 

DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 



90. Gomme nous l'avons déjà faît observer, tout nous 
porte à admettre que, dès Forigine, les corps célestes se 
sont trouvés complètement à l'état liquide. 

En faisant abstraction des attractions exercées par les 
corps célestes sur Tun d'entre eux que nous considérerons 
en particulier, ses différentes particules, soumises unique- 
ment à leurs actions mutuelles, ont dû prendre, les unes 
par rapport aux autres, des mouvements très- variés que les 
frottements, les chocs et la cohésion ont successivement 
modifiés. Pendant ces diverses phases, la droite qui repré- 
sente le moment total des quantités de mouvement du sp- 
tème par rapport à son centre de gravité a conservé une 
grandeur constante, et une direction fixe dans l'espace, per- 
pendiculaire au plan du maximum des aires. Avec le temps, 
et en vertu des résistances précitées, les oscillations des 
particules liquides ont fini par s'anéantir, et la masse fluide 
a pris une figure d'équilibre de rotation autour de l'axe du 
moment des quantités de mouvement. 

Il résulte de là que les seules données que nous ayons sur 
les conditions primitives du mouvement d'un astre con- 
sistent dans l'invariabilité de sa masse, de la direction de 
son axe de rotation dans l'espace, et du moment des quan- 
tités de mouvement par rapport à cet axe. 

Si l'on désigne par fi ce moment de rotation, par n la 
vitesse angulaire de rotation correspondant à la figure 
d'équilibre, par I le moment d'inertie de la masse par rap- 
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port à Taxe de rotation, on a entre I et n la relation 

(i) I/î = p. 

Nous commencerons par examiner Thypothèse la plus 
simple que Ton a été conduit à faire sur la constitution 
des corps célestes, c'est-à-dire celle dans laquelle on sup- 
pose que la masse est homogène dans toutes ses parties. 

§ I. — De la figure d'équilibre d'une masse fluide 

HOMOGÈNE ANIMÉE d'uN MOUVEMENT DE ROTATION UNI- 
FORME. 

91. En appelant X, Y, Z les composantes parallèles aux 
troix axes coordonnés Ox, Oj^, O z de l'accélération résul- 
tante des forces qui sollicitent un point matériel quelconque 
d'une masse fluide en équilibre, on aura pour Féquation 
des couches de niveau 

Xdx-hYdy + Zdz^zoi 

mais si, comme dans le cas que nous voulons examiner, 
X, T, Z proviennent de la force centrifuge et des attrac- 
tions de tous les points du liquide, fonctions de leurs 
distances mutuelles, les valeurs de ces composantes dé- 
pendent, en général, de la forme de la surface du liquide 
et de ses couches de niveau, et réciproquement cette forme 
dépend des valeurs des composantes. Lors même que le 
liquide est homogène, on n'est parvenu à résoudre complè- 
tement ce problème qu'en supposant la force centrifuge 
peu considérable, de manière que le fluide s'écarte peu âe> 
la forme sphérique qu il prendrait s'il était en repos; on 
reconnaît alors que le fluide ne peut affecter qu'une seule 
figure d'équilibre, qui est celle d'un ellipsoïde de révolu- 
lion autour de l'axe de rotation. Nous reporterons cette 
solution au paragraphe suivant, et nous nous bornerons ici 
à vérifier que pour certaines valeurs de la vitesse angulaire, 
la masse fluide peut afiecter la forme d'un ellipsoïde. 
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92. De la forme ellipsoïdale que peut affecter une 
masse fluide homogène en équilibre^ animée d'un mousse- 
ment uniforme de rotation. 

En prenant Oz pour axe de rotation, et en nous repor- 
tant aux notations du n° 68, nous aurons pc^ur Tëquation 
de rellipsoïde 

»a I iL I ^» 



i-hX^ i-HV^ 



Posons 



^ 3M /•' u'du 

<^ = 7r/ 1 ï' 

Jo (n-viir(n-V'aT 



^=^ 



les composantes de l'accélération due à l'attraction sur un 
point de la surface seront 

Z = — Rz, Y = — Q j^, X = — P:f, 

et celles de l'accélération centrifuge 

Z=o, ¥ = «^5 X = /î»j:. 

L'équation différentielle de la surface libre du liquide est 
donc 

Yizdz 4- (Q — n^)rdx -f- (P — n^)xdx = o, 

dont l'intégrale est 

«* -4- ^-^^-^ — ' y^ -h — = ' «' = conslanle. 

R R 

Pour que cette équation coïncide avec celle de l'ellipsoïde, 
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il faut que 

d'où, par l'élîmination de n, 

(i + X») (i H- V) (Q - P) = R (X'» - X»), ■ 
et en remplaçant P, Q, R par leurs valeurs , 

u^du 



(V - X") \(i -+- X») (i + X") /* ' — 

L Jo (' 



«»^^ 



^^«')'(« + ^''«*)' 



-f :?^= rl=o. 



Cette équation se décompose en deux antres : la première, 

(3) X»-.V» = o, 

correspondant à rellipsoïde de révolution aplati*, la se- 
conde, mise sous la- forme 

/^ a^(i — tf')(i —Wu')du _ 

(4) I 9 3 — ^> 



I 



{i-+-Vw')*(i4-V»a»)» 



ne peut être satisfaite que par des valeurs positives de X', 
}f*] car si ces deux quantités étaient de signes contraires, 
l'élément de l'intégrale resterait positif avec i — X'X''m'; 
et si elles étaient négatives, comme leur valeur absolue 
serait moindre que Tunité (68), (i — X'X^'ii') continue- 
rait, et par suite l'élément de Tintégrale, à rester positif. 
Si donc V ellipsoïde à trois axes inégaux est unejigure 
d*équilibrej taxe de rotation est le plus petit des axes 
principaux. 

Pour toute valeur de X'* inférieure à l'inverse de celle 
de }} choisie arbitrairement, tous les éléments de l'inté- 
grale sont positifs et finis, et l'intégrale n'est pas nulle. 
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Donc Féquation (4) ne peut être satisfaite qu'autant ({ue 
Tune des deux quantités X', ïf* est supérieure à Tunité ou 

que l'un des rapports -» — est supérieur à ya. Ainsi tel- 

Upsoïde à trois axes inégaux doit différer sensiblement 
de la sphère, et Von ne peut admettre, par suite, que sa 
figure soit celle des astres du système solaire. Néanmoins, 
cette forme n'a rien d'impossible pour certains astres, et 
l'on pourrait expliquer de celte manière les variations 
périodiques qu'épi^uve l'éclat de quelques étoiles de la 
constellation de Sirius. 

Si, X restant constant, X' augmente indéfiniment, l'inté- 
grale (4) deviendra négative, de sorte qu'à chaque valeur 
de 1* répondra au moins une valeur réelle et positive de 1", 
et par suite une surface ellipsoïdale à trois axes inégaux. 
Nous remettrons le complément de cette discussion après 
l'étude des surfaces d'équilibre de révolution. 

On a, dans tous les cas, 

M = |7rpc3(n-X»)^{i4.V»)% 



_M /3My 



-V» 



De la première formule (a) on tire 

R 



{a) /2' = Q- 



i-h^^ 



Pour l'ellipsoïde de révolution, on remplacera dans celte 

Z Y 

équation R et Q par leurs valeurs -j > déduites 

^ * mz my 

des équations (a) du n° 68 dans l'hypothèse de ^ == i, et 

l'on obtiendra, eu égard à la valeur ci-dessus de M lors- 
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qu^on y suppose X = A', 

^^^ • ^=i[(3 + >')arctangX-.3>]. 

et en vertu de l'équatiou (i), 

(a\ aSf^' /4^pV_/, , .,.| (3 + X^)arctengX.--3X 

Revenant maintenant à rellîpsoïde à trois axes inégaux, 
si l'on remplace, dans la valeur (a) de 7^', Q et R par 
leurs valeurs et que l'on ajoute au résultat l'intégrale (4) 

multipliée par r^j il vient 

I -4- A 



(5') 



a») du 



î , 3M /" «'(! — «' 
l "TT / ' 5 — 



= 4^p(. + vf(, + V'f ' -,.-«')rf« 



-Va»)' 
et en vertu de la formule (i) et do la valeur ci-dessus de I, 



(6') 



,_3MW3M\* 



(24-X» + V^) 









X 



équation que Ton devra joindre à la formule (4)) pour 
détermjner X* et }/', lorsque le moment de rotation /x sera 
donné. Réciproquement, si l'on donne à X', i'* des valeurs 
positives satisfaisant à l'équation (4), l'équation (6^) four- 
nira toujours pour jx une valeur réelle. 

Remarque. — Les composantes — Rz, — (Q — '**)^'j 
— (P — 71^) X étant proportionnelles aux dérivées partielles 
du premier membre de l'équation de rellipsoïde, par rap- 
port à x^y^ Zy leur résultaute ou la pesanteur à la surjace 

i3 
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est proportionnelle à la racine carrée de la somme des 
carrés de ces dérii^ées, par suite à V inverse de la perpen-- 
diculaire abaissée du centre de F ellipsoïde sur le plan tan- 
gent au point considéré, théorème dû à M. Liouyille. 

Examen des conditions qu^exige t ellipsoïde de réi/olu" 
tion comme figure d'équilibre. 

93. Pour établir cette discussion, admettons en premier 
lieu que Ton se donne la vitesse angulaire n et non le mo- 
ment de rotation ^. En posant 

Tëquation (5) donne 

P = -4-, [(3 4- V) arc tangl — 3>)] 
ou 
{a) g ^a arc tangX = o. 

Les valeurs de X tirées de cette équation sont égales deux 
à deux et de signes contraires 5 nous n'avons donc qu'à 
cliercber le nombre et la valeur des racines réelles et po- 
sitives de la même équation. A cet effet, considérons 

3X-f-:xpV 
(b) ^=__- arctang>, 

comme l'ordonnée d'une courbe dont X serait Tabscisse. 
On a 

Cette expression est nulle pour X = o, et positive pour de 
très-petites valeurs de cette variable; la courbe est par suite 
tangente, à l'origine, à l'axe des abscisses, et commence à 
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s'élever au-dessus de cet axe, du côté des abscisses positives. 
Pour que l'équation (a) ait ses racines réelles, il faut que 
la courbe, après s'être élevée jusqu'à un certain point, 
s'abaisse ensuite vers Taxe des abscisses, puis qu'elle le 
rencontre; en d'autres termes, il faut qu'elle ait un point 
maximum ou que l'équation en X', 

{d) P.X*-f-a(5i» — ï)X2 + 9(»=o 

ait ses racines réelles et positives, ce qui exige que 

5p — i<Co ou <'<C^î 

mais cela ne suffit pas, il faut encore que la courbe ait un 
point minimum au-dessous de Taxe des abscisses, ou que la 
plus grande racine positive de l'équation (d) en X rende^ 
négatif; car alors la courbe coupera d'abord cet axe avant 
d'arriver au point minimum et le recoupera une fois au 
delà, puisque l'ordonnée finit par devenir positive et indé- 
finiment croissante. L'élimination de ventre l'équation (d) 
et l'inégalité^ <^ o, qui correspond à la plus grande racine 
de cette équation, conduit à 

(.) "^'°°g^ = (;+.)(X'-H9) >°- 

Le premier membre de cette inégalité et sa dérivée sont 
nuis pour X=:o; la dérivée devient ensuite négative quand 
1 croit, redevient nulle pour la valeur i = y^ à partir de 
laquelle elle reste constamment positive; ce premier mem- 
bre commence donc par être négatif, devient nul pour une 
valeur de X supérieure à v3, puis reste constamment posi- 
tif. On voit ainsi que l'on satisfera à l'inégalité précédente 
pour toute valeur X^ de X plus grande que la racine positive 
de l'équation 



arc tangX — — p-^ — —-f^i — r = o. 



i3. 
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On trouve facilement pour valeur approchée de cette racine 
> = 2,5293 

et pour la valeur correspondante de u, déduite de l'équa- 
tion (//), 

P = 7 = O, 1 1 23 . 

47rp 

Si donc l'équation (d) a une racine plus grande que a^SapS, 
Téquation (a) fournira pour X deux racines positives. Tune 
inférieure et l'autre supérieure à cette valeur pour laquelle 
ces deux racines sont égales; d'où il suit que le problème 
aura deux solutions lorsque 

X,>2,5293, p<o,ii23 
et une seule pour 

>,= 2,5293, P= 0,1 123. 

Si X, croit indéfiniment, la formule (d) montre que f^ tend 
vers zéro, et la relation 

-. — =0,1123 

4Trp 

donne la plus grande vitesse angulaire compatible avec la 
figure de rellipsoïde de révolution. En faisant décroître n 
depuis cette limite jusqu'à zéro, Tune des valeurs de \ aug- 
mente indéfiniment et l'autre tend vers zéro ; l'un des el- 
lipsoïdes s'aplatit donc de plus en pins et indéfiniment, 
tandis que l'autre converge vers la sphère qu'il atteint lors- 
que 71 = o. A cette limite, il n'y a plus en réalité que la 
sphère qui soit une forme d'équilibre. 

94. Cas d'un moui^ement de rotation très-lent. — Si la 
quantité if est très-petite, lune des racines de l'équation [a) 
est aussi très-petite, et en prenant 



arc tang> : 

I 


I 
'3 " 


- — -4- 


3-4-X' 


9 
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la même équation donne, en supprimant le facteur com- 
mun X, et négligeant ensuite les puissances de \ supérieures 
à la seconde, 

2 

L'aplatissement sera à peu près —9 puisque les deux demi- 
axes sont c el c ^i + X' = c(iH 1 • On pourra prendre 

n^c pour l'accélération centrifuge à l'équaleur et ^Trcp 

pour celle de Fattraction à la surface, ce qui serait des va- 
leurs exactes, si la Terre était exactement sphérique. Le 
rapport entre ces deux accélérations ou les forces corres- 
pondantes étant Zuy il s'ensuit que lorsqu un fluide homo- 
gène tourne autour d'un axe fixe ^ et s^ écarte peu de la 
forme sphérique^ son aplatissement est égal aux cinq 
quarts du rapport de la force centrifuge^ mesurée à Véqua- 
teur^ à V attraction à la surface. 

L'autre racine de l'équation (a), très-grande dans l'hy- 
pothèse actuelle, peut se développer en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de (^. Il suffit 
pour cela d'observer que 

«cUDg^ = |_arctangi= =-1+1.1 -1.1 + ..., 

I _ I 3 

V+3~X' V "*■■■■' 



d'où 






95. Si la valeur de if surpasse la limite o, 1 1 23 \\o\xv la- 
quelle, comme nous le verrons tout à l'heure, rellipsoïde 
à trois axes inégaux n'est également plus admissible, il ne 
faut pas en conclure que la figure permanente du liquide 
est impossible, ou que le iluide commence à se dissiper \ 
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car si l*on excepte le cas où la fignre est pea différente 
d'une sphère, on n'a pas encore démontré que la figure 
elliptique est la seule qui convient à l'équilibre ; on n'a 
même pas prouvé que la sphère est la seule figure que peut 
prendre une masse fluide en repos dont les molécules s'at- 
tirent mutuellement, quoiqu'il soit naturel d'admettre qu'il 
ne peut pas en être autrement. 

Ne pourrait-il pas se faire que ^, surpassant à l'origine 
la limite 0^1 ia3, la figure d'équilibre finît par devenir 
un ellipsoïde de révolution ? Rien ne parait s'y opposer, 
car, en s'aplatissant de plus en plus, la masse prendrait une 
vitesse de rotation plus faible, et après un grand nombre 
d'oscillations successivement réduites par les frottements, 
les chocs, etc., on comprend qu'elle puisse parvenir à un 
état de mouvement satisfaisant aux conditions précédentes, 
et qu'elle prenne une figure permanente. 

96. On est donc conduit i chercher si, pour des condi" 
lions initiales données du mouvement de la muasse fluide^ 
ou pour toute valeur du moment de rotation, il y a tou^ 
jours une figure elliptique de révolution qui convient à 
r équilibre, ets^il rty en a quune seule. 

En posant 

l'équation (6) donne, en y remplaçant v par sa valeur en 
fonction de A déduite de la formule [a] (n°93), 

Telle est l'équation que doit vérifier X, q étant une donnée 
relative au mouvement primitif de la masse. Or il est facile 
de voir que cette équation, dont les racines sont égales 
deux à deux et de signes contraires, a toujours une racine 
réelle positive et qu'elle n'en a qu'une. En effet, en déve- 
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loppant arc tang X en série , on reconnaît que le second 
membre est nul pour X = o , et, comme il devient infini 
avec X, il s-ensuit qu'il y a au moins une valeur positive de X 
qui rend le second membre égal au premier. Pour démontrer 
que cette valeur est unique, il suffit de faire voir que la dé- 
rivée du second membre est positive pour toute valeur po- 
sitive de X. Si Ton pose 

fW=^-^—rct^S^> d'où /-fl) = (..^.l.)(3^,VK 
la dérivée dont il s'agit est 

qui est nécessairement positive, puisque le facteur ^(X) 
étant nul pour X = o, et sa dérivée étant toujours positive, 
il est lui-même positif pour toute valeur positive de X. Ainsi 
^onç, pour chaque valeur de q ou de fz, il y a une figure 
elliptique de révolution et il n'y en a qu'une seule« 

97, Expression de Içl pesanteur à la surface de VeU 
lipsoïde. — Soit g la pesanteur a« point (or, y, z) de la 
surface 5 on a, d'après les formules (2) du n® 68, 

« f f ^*^^ — arctanffX 

R = 47rp(i+v) jr— ^' 

Les composantes de g suivant les trois axes étant 

— R«, — Qj4-/«'r» — P^ + /2>ar, 
il vient 

OU, en vertu de l'équation (a) du n^ 92, 

R _ 

;S/(i-K-^')«'4-r'-f-*'- 



i+V 
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Pour exprimer cette valeur en fonction de la latitude /, 
nous pourrons supposer que le point est compris dans le 
plan zOy ou que x = o. Au moyen des relations 

z'+^, = c% ^ = tang/, 

on trouve 

Rc 



ë = 



^H-VcosV 



Si Tellipsoïde est assez aplati pour que Ton puisse négliger 
la quatrième puissance de X, il vient 



-H'-^) 



— X»sin'/, 

2 



et la pesanteur varie ainsi proportionnellement au carré de 
la latitude. 

On peut mettre cette formule sous la forme 

A' et V étant deux constantes, dont la première représente 
la valeur de la pesanteur à la latitude de 45 degrés. 

Discussion relatii^e à la possibilité de V ellipsoïde à trois 
axes inégaux comme forme d'équilibre, 

98. Pour continuer la discussion (*) que nous avons 
commencée au n° 92, nous allons remplacer la variable u 
des .formules (4)^ (5') et [&) par une autre variable Ç dé- 
terminée par la relation 



Vi- 



(*) M. Mayer, de Kœniffsberg {Journal deCrelle, t. XXIV, p. 44, l^7), a 
établi le premier cette discussion, qui a été reprise, modifiée et complétée par 
M. Liouville dont nous ayons emprunte la méthode (Journal de Maihéma* 
tiques pures et appUifuécSt t. XVI, p. 241, i8r)i). 
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et en posant 

b j a i I I 

- = -7=ï -=-7=5 OU s= — 5 r= — —--î 

*'"~47rp' ^"~ 6 M» V3M/ ' 
ces formules devienuent 

^ ^ " ^ Jo (*ç-f-i)(/ç + i)R' 

et 5 et f deviennent les inconnues de la question. L'équa* 
tîon (7) montre que l'on a nécessairement 5 4-ï<^i, ou 
5<^i, t<^i^ ou encore c<Zb^ c<a, c'est-à-dire que le 
plus petit diamètre principal de rellipsoïde est dirigé sui- 
vant l'axe de rolation, ce que nous savions déjà. 

Pour discuter l'équation (7), représentons pai' F son pre- 
mier membre \ on a 

el en posant 

Jo R 

Jo '^ 

on trouve que 

-7- = — A« — Al/, 

et, comme s et t entrent symétriquement dans F, on doit 
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avoir aussi 

dF 

or, on peut démontrer que A© et a A© -H 3 Ai sont nécessai- 
rement positifs ; en effet, en intégrant l'identité 

^ r___^___"I — 4CH-(3 + j-4-Oy — 2jry — 3jfy 
on obtient 

(12) 0== Pii^lL)[4-f.(3-h^-hOÇ--2^^C'— 3^^P]^Ç, 

et , en retranchant de la première équation (i i) la moitié 
de cette dernière, on trouve 

Ajoutons les deux équations (11) et Téquation (12)9 mul* 
tipliées respectivement par i, -> > il vient 

et, à l'inspection des valeurs de Ao, aAo + SAo, on voit 
qu elles sont nécessairement positives. 

Il suit de là que les dérivées -7-9 -7-9 mises sous la forme 
^ ds dt 

^=:_A.(,-|r)-|(.A. + 3A.), 

§=-A.(.-|.)-i(.A.4-3A.), 

sont négatives, et qu'ainsi la fonction F est décroissante 
lorsque l'on fait croître s et t. 

Pour une valeur de t comprise entre o et i , l'équa- 
tion (7) admet pour s au moins une racine comprise entre 
les mêmes limites, puisque les hypothèses ^=;:o, 5:= i 



dF 
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donnent deux résultats de signes contraires. Cette racine 
est unique; en effet, en admettant qu'il y en ait plusieurs, 
soit y la plus grande, comme on doit avoir 

on aurait àfortioîi * 

mais, en faisant décroître s depuis s' jusqu'à zéro, la fonc- 
tion F, allant en croissant à partir de zéro, ne peut plus 
s'annuler, et par conséquent l'hypothèse d'une seconde 
racine est inadmissible. De même, à chaque valeur de s 
comprise entre o et i , correspond, pour f , une racine de 
l'équation (7) comprise entre les mêmes limites. 

Faisons décroître s à partir de sa plus grande valeur i, 
répondant à t = o ; F augmentera et ne pourra redevenir 
nulle que si t augmente 5 on finira par avoir 5 = f , puis 
«^55 mais il est clair que l'on peut se borner à considé- 
rer les valeurs de 5 et 2 pour lesquelles 5 > «, en supposant 
que b est le plus petit des deux demi-axes de l'équateur. 
En désignant par x la valeur de t correspondant à ^= t, 
l'équation (7) devient 



Jo (tÇ+i)'(Ç+«)' Jo 



(rÇ+i)'(Ç-f-ir' 



T est un peu supérieur à x» et, t variant de o à t, 5 varie 

de I à T. 

Discussion relative à la vitesse angulaire. — On a 

dif . dv , 

dp = -r ds + -y dt, 

ds dt 



"«^ d'Où 



d¥ ^ dF ^ 

,-- ds -h --j- dt : 
ds dt 



^'^dY\dt''di ds'dt)' 



ds 
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Or, en posant 



»-=X"^^'(-¥)* B,=x-2i^i^. 



on trouve • 

2-- = B«r-HB,r 
ds 



H)' 



et, à cause de la symétrie de (^ en 5 et tj on doit avoir aussi 

du 



^dc 



z^BoS-h^iS (s j. 



Le coefficient 61 est évidemment positif; il en est de même 
de Bo, car, en retranchant de 4B0 Téqualion (12)9 il vient 

4B.=^j"*5!I^tl}(,_5--r4-^î')rfÇ>o. 

.,,,,. , dF dF du d^ 

La valeur de di^ devient, en y remplaçant -7-» -t-j -t» -r 

' -^ ^ * ds dt ds dt 

par leurs valeurs, 
2c^y = — ^^~^^ A«B»H- - AoB,^^4- - B, (2A»4-3A,)5t 

et, comme J -h t st=s (1 — -^fj 4-i(i — js) ^o, 

et que — est négatif, on voit que, lorsqu'on fait varier t 

de o à T, i^ est croissant et atteint son maximum \^' lorsque 
s = t = r. 

Pour ^ = o, on a i^ = o 5 car 

qui s^cvanouit avec t. Ainsi, à chaque valeur de 1^ comprise 
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entre o et u' répond un seul couplé de valeurs réelles 
de 5, f, et tous les ellipsoïdes obtenus de cette manière sont 
différents-, pour i^ > i^\ l'ellipsoïde à trois axes inégaux ne 
peut plus être une surface d'équilibre. 

A mesure que i^ augmente et que ^ et Z se rapprochent 
de T, la forme des ellipsoïdes tend de plus en plus vers celle 
de l'un des ellipsoïdes de révolution dont nous nous sommes 
occupés plus haut, et elle l'atteint lorsque v^ = v\ 

Discussion relatis^e au moment de rotation. — L'équa- 
tion (9) donne, eu égard aux formules (14)7 

€lq = - ^ jl - dS'\' -. dt 

-*- ''^'''^^} [[st^it^)ds'\'{st—^s^)dt], 

Z(stY 

ils-^tY dt (Vdi> it-^^s 1 f/F 



(^')' as 



[dp is — ^t I^Fi 
irs"^ zs[S'\'t)"* \'dï\' 



c. r 1 d"" d"" dF dF , , 

2)1 Ion remplace f^, -—? —* -^-9 -7-» par leurs valeur» 

^ ds dt ds dt '^ 

ci-dessus, pour obtenir celle de 1 -- 4- -^r—, — ^-i •'—;-> 
' ^ \^dt Zs{s'\-t) j dt 

une simple permutation de lettres donnera la valeur de 

Vdv it'-Ls '^dF n 

I -r -*- ^r-T — -^•<' I -7-j et ennn, en poss^it 

Ca = -^-H-2A, -— ==:-(2Ao-4-3A, •-— H--^^^ ~-S 

C, = -TT (^ -H -+- — ^^ = A» -*- C. — 7— ' 
3 ?. 4 
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on trouve 

^ ' ds 
or, de ce que 5 •+- f <; i, on a 

d'où il suit que Co est positif, et par suite Q et Cj. 

JTJI 

La dérivée --7- étant négative, lorsque t croîtra de zéro 

jusqu'à T, q ira en décroissant et atteindra sa plus petite 
valeur q* lorsque j = t = t, ou que l'ellipsoïde sera de 
révolution. Pour ^ = i, f = o, l'équation (9) montre que 
9 = 00 . Ainsi, q prend toutes les valeurs comprises entre 
zéro et l'infini lorsque t varie de t à zéro et 5 de t à x. 
Donc, à chaque valeur de q supérieure^ à ^ répond un seul 
ellipsoïde d'équilibre à trois axes inégaux ^ mais pour q<^q* 
l'ellipsoïde de révolution est seul possible. 

Quant aux axes, ils seront donnés par les formules 






c c 



De l'équation — ds -i^ — dt -=: o ^ on tire 

Ao H- A|j 
ds= — rfr, 

d'où 

• / X , . Ao(j — t)dt 
d(st)=sdt'htds = ^^ -i— : 

^ ^ Ao + A,r ' 

dF 
s — ff Ao, Ao-i-Ai^ = — — étant positifs, st croît avec i, 

ou le plus petit axe atteint son maximum lorsque l'ellip- 
soïde est de révolution. 

Pour trouver le maximum de x^ ou de /r, 51 suffit de 
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supposer X = X' dans les équations (4) et (5') dun^92, 
et l'on trouve 

o = — > (3 4- i3 V) + (3 + i4X« + 3 V) arc tangîl, 

n' _ > (3 -4- V) — (3 — X^)(i + X^) arc tapgX ^ 

47rp "" 4x* ' 

d'où l'on tîre 

X=i,3946> 2 — = o>o9356; 

par suite, 

T =3 0,3395, 

tandis que, pour l'ellipsoïde de révolution, nous avons 
trouvé les limites 

> = 2,5293, 7 — = 0,1 123. 

Si nous supposonsque les conditions de mouvement soient 
celles de la Terre, g étant là gravité à la surface et R le rayon 
terrestre moyen, on a 

et 7 — = ^ représentant le tiers du rapport delà force cen- 
trifuge à l'équaleur à la pesanteur, a pour valeur 0,0014986. 
En prenant pour unité le plus petit demi-axe, on trouve 
pour les deux autres 19,57 et 1,018, tandis que, dans les 
mêmes conditions, les deux ellipsoïdes de révolution qui 
satisfont à l'équilibre ont pour rayons à l'équateur 
1, 004344 1 6^ 680. Donc dans ce cas, l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux est trop différent d'une sphère pour que 
l'on puisse supposer que la Terre en affecte la formç, ce 
qui est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut d'une 
manière générale. 

On remarquera que si la vitesse angulaire diminue de 
plus en plus, le petit axe de l'équateur diffère de moins en 
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inoins de Taxe des pôles, tandis que le grand axe augmente 
à mesure. Si donc cette vitesse est extrêmement faible, la 
masse fluide afïecie la forme' d'une longue aiguille à peu 
près ronde, tandis que les deux ellipsoïdes de révolution 
étudiés en premier lieu se réduisent, l'un à une sphère, 
l'autre à un disque elliptique très-aplatî. 

En résumé, on voit que quand -7 — est inférieur à 

o, 09356, la surface d'équilibre peut être celle de l'un ou 
de l'autre des ellipsoïdes de révolution aplatis, ou d'un 

ellipsoïde à trois axes inégaux^ lorsque j — atteint cette li- 
mite, le dernier ellipsoïde se confond avec l'un des précé- 
dents: pour les valeurs de j — comprises entre 0,09356 et 

0,1 123, les ellipsoïdes de révolution subsistent seuls, et se 
confondent pour la dernière limite; et pour une valeur 
plus grande la forme ellipsoïdale ne peut plus être une sur- 
face d'équilibre. 

Enfin, pour des conditions initiales données du mouve- 
ment, il existe toujours un ellipsoïde de révolution satis- 
faisant à l'équilibre, et il n'y en a qu'un seul, et si le 
moment de rotation ne dépasse pas une certaine limite, la 
surface d'équilibre peut être un ellipsoïde à trois axes iné- 
gaux; au delà cette forme est impossible. 

§ II. — De i,a figure d'équilibre d'une masse fluide 
PEU différente d'une sphère pouvant recouvrir un 
sphéroïde. . 

99. Les résultats auxquels nous sommes parvenu au 
paragraphe précédent ne peuvent être considérés que 
comme nous donnant un premier aperçu sur la forme des 
corps célestes ; car il est à peu près certain que ces corps 
ne sont pas homogènes et que la densité va en augmentant ^ 
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eu allant de la surface au centre. Le problème considéré 
ainsi sous un point de vue plus général présente de grandes 
difficultés que Laplace n'est parvenu à surmonter que dans 
le cas de la nature, celui d'un sphéroïde peu différent de la 
sphère. 

Mais avant d'aborder celte question il nous reste à éta- 
blir que la âgure d'équilibre d'une masse fluide homogène 
animée d'un mouvement uniforme de rotation est unique, 
lorsque cette figure diffère peu d'une sphère. 

100. Figure d^ équilibre cVune masse fluide homogène 
peu différente d^ une sphère y animée d^un mous^ement uni- 
forme de rotation. — Continuons à désigner par n la vi- 
tesse angulaire du système et négligeons le produit de sa 
seconde puissance, qui est nécessairement très-petit; par 
la différence entre la sphère et le sphéroïde on a, pour le 
travail de la force centrifuge, en conservant les notations 
du § IV du chapitre III, 



sm 

2 



/l'A' n^^} I , i\ 



expression dont le second membre est un cas particulier 
de la fonction Zj. En remplaçant a par a(i -f- z) dans le 
second membre de la formule (i5) du n^ 80, négligeant le 
carré de ^, puis ajoutant le résultat obtenu à l'expression 
précédente pour égaler le tout à une constante C, on obtient 
pour l'équation de la surface d'équilibre : 



(>) 



|,rA'(i-*) + 4«A»2: 



/ 

i 

1 1 «'a- «-'a' / . I \ 



Substituant à z son développement 2) Zy, et identifiant les 

o 

i4 
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fonctions semblables, on trouve 

5 TrA'(i — Zo)4- 47rA'Zo-+- ^ = C, 



z. = -^~(.'-0 



Zi reste indéterminé, mais en se reportant au n** 82 on 
peut le supposer nul ainsi que Zo; les fonctions Zy pour 
V ]> 2 sont nulles. Posant 

quantité qui est sensiblement égale au rapport entre la force 
centrifuge à Téquaieur à la pesanteur, il vient 

ce qui est Véquation polaire d^un ellipsoïde de révolution 

aplati (77)^ et dont V aplatissement est mesuré par j (f^ 

résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n**94. 
L'attraction totale exercée par un sphéroïde homogène 
peu différent d'une sphère sur un point de sa surface ne 
donnera, perpendiculairement au rayon, qu'une compo- 
sante du même ordre de grandeur que l'aplatissement, et 
dont le carré est négligeable, et l'on peut par suite consi- 
dérer l'attraction totale comme égale à sa composante sui- 
vant le rayon, La formule (i5) du n^ 80 donne pour cette 
composante, en supposant <2=.a(i + Z2) après la diffé- 
rentîation par rapport à «, 






(-t> 



et si Ton en retranche la composante semblable de la force 
centrifuge, on trouve pour la pesanteur à la surface 



^=- 3^Ap 



['-h-^vi^^'^^)} 
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qui varie proportionnellement au carré de la latitude, 

conformément à' ce que nous avons déjà trouvé au n** 97. 

Si la Terre était homogène dans toutes ses parties, la 

variation relative que la pesanteur éprouverait de l'équa- 

• 5 
teur au pôle serait j ^ = o,oo4325, tandis que l'expérience 

au pendule donne o,oo54. L'homogénéité n'est donc pas 
admissible, et nous sommes conduit à étudier de nouveau 
la question, en considérant la Terre comme formée à l'ori- 
gine par un fluide hétérogène. 

101 . Si une masse fluide homogène^ animée d^un mousse- 
ment de rotation uniforme^ est soumise à des forces exté- 
rieures très-petites indépendantes de la forme d! équilibre^ 
si de plus cette figure est peu différente d'aune sphère^ elle 
est unique, — Ce cas est celui de chaque corps céleste, en 
tenant compte des actions exercées par les autres astres, 
lesquelles, en raison de la distance, peuvent être considé- 
rées comme équivalentes sur la surface d'équilibre et sur 
la surface de la sphère dont elle diffère peu. 

En représentant par 47rA'p.N la portion de V corres- 
pondant à ces forces et à la force centrifuge, on a, comme 
au numéro précédent, 

o 

Supposons qu'il y ait une seconde figure d'équilibre répon- 
dant au rayon k{i + z~hw)j le développement de w en 

QO 

fonctions sphériques étant représenté par^^ Wy, il viendra 



00 
1 , ■ V^ /y H- Wv 

■;- il — z -^ w) -h > h N = const.. 



4- 
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et en retranchant ces deux équations l'une de l'autre, 

X 00 

o o 

En identifiant les fonctions semblables, on voit que W^, 
Wj,,... sont nuls; Wo l'est également, de même que Zo, par 
suite de Téqui valence des volumes compris sous les deux 
surfaces d'équilibre à celui de la sphère (82). Les termes en 
Zi et Wj disparaissant des équations (a) et (i), la fonction N 
ne doit pas renfermer de termes de cette nature. Si donc on 
prend pour origine le centre de gravité de la masse pour 

oo 

les deux surfaces, leurs rayons se réduisent à \^ Zy, et 

elles sont par suite identiques, ce qui démontre la propriété 
énoncée. 

102. Surface iV équilibre d'une couche fluide homogène 
peu difféi^ente d^une sphère , recous^rant un noyau splié- 
rique composé de couches homogènes concentriques. — 
Soient p' la densité et c le rayon du noyau; l'excès du po- 
tentiel de son attraction sur une molécule extérieure quel- 
conque, sur ce qu'il serait si la sphère était formée parle 

liquide lui-même, étant | ttc' ^-^ ^^ on est ramené au cas 

d'une masse fluide homogène, en introduisant cette expres- 
sion divisée par 4?^ a* (100) dans les formules du numéro 
précédent, et remplaçaul a par a(i -f- z) ; on obtient ainsi 

■[.-H^U/-P)]-^[.H-J,(P'-P)] 

OO 

-f- iV = const.; 



:>. V ~h f 



Zj , ne disparaissant plus de cette équation, sera indéter- 
niijié ou nul. 
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Soit A (iH- 2 4- Tv) le rayoQ d'une seconde sarface d'é- 
quilibre, si elle existe; on trouvera, de même que plus 
haut, que 

00 oc 

-5[. + j;(p'-p)]2w.4-2--^ = const.; 

o o ' 

on pourra supposer comme ci-dessus W© = o, et la con- 
stante de cette équation sera nulle. 

Si l'on ne peut pas satisfaire à la relation 



-,l-^7^ip'-e)] = -~~ 



pour une valeur entière de v, toutes les fonctions Wy se- 
ront nulles, et il n'y aura qu*une seule surface d'équilibre. 
Dans le cas contraire, w se réduira à Wy et il y aura une 
infinité d'autres surfaces d'équilibre, puisque cette fonc- 
tion renferme av -f- i constantes indéterminées. 

103. Formules générales relatwes à V équilibre d^une 
masse fluide hétérogène à peu près sphéiique poussant 
recoumr un noyau sphérique. — Supposons que Ton 
veuille tenir compte de l'attraction exercée par un astre 
étranger S sur la masse fluide; il faudra appliquer à 
chaque molécule m de la masse fluide une accélération 
égale et contraire à celle du centre de gravité de cette 
masse afin de le réduire ^u repos. Soient 5, s les distances 
du centre de gravité de S h ?7i et au centre de gravité O 
de la masse; u, jf, les angles analogues à 6 et cj, corres- 
pondant à a, qui est censé ici représenter la distance Om. 
On a, en développant en série, 



S S _s 

^ ^s^ — 2^fl[cospcos9 -h sinc'sinÔcos(CT — ^)-4- «^ ^ 



2^.~' 



la fonction Py étant de même nature que la fonction Yy 
du n°73, et satisfaisante l'équation (5) du même numéro. 
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L'accélération ^ égale et contraire à celle de O^ appli-« 

quée au point m, parallèlement à ^, donnera dans le po- 
tentiel un terme égal au produit de son intensité par la 
projection de a sur 5j et comme on reconnaît facilement 
que cette projection ^st égale à aP,, il vient 



v=|-5..P, = !(.^2-7> 



const. 



Comme on peut choisir la constante de manière que V soit 
nul pour fl=:o ou pour le centre de gravité qui est en 
repos, cette formule se réduit à 



00 



^=-s 2 ^' 



s ^^ s"* 
2 



On obtiendra le potentiel total en ajoutant cette ex- 
pression et toutes les expressions de cette nature, s'il y a 
plusieurs astres, S, S', S", . . . , à celle (17') du n® 84, aug- 

mentée du potentiel — ( p' — ^ ) du à la force cen- 
trifuge (100) 5 on trouve ainsi, en appelant p la pression 
et en se rappelant que les conditions d'équilibre des 

fluides se résument dans l'équation — = ^ V, 

I ^ . * 

*0 

oc 
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Al ayant la même sîgniiScation qu'au n^ 84, formule dans- 

00 

laquelle on devra remplacer a par a(h-z) = a(i -f-^! ^« ) ' 

•. . ° 

Négligeons le carré de z ainsi que ses produits par «*, 

S S' 

- î -7 > • • • ï et posons 







3" 


= u., 




— 


j) 


S 

^7' 


■p,-.^. 

S^ 


?",+ 


s 

5* 


'V^ 


S' 


.p',+... 


= U3. 



En identifiant les fonctions semblables de Téquation (1), 
dont le premier membre est une constante pour chaque 
couche de niveau, on trouve 

et en général, pour v > o, 

On pourra choisir à volonté l'arbitraire Zo qui entre dans 
l'équation ( 2 ) . 

Pour réduire dans les mêmes limites les intégrales com- 
prises dans Téquation (3), posons 

Uy sera une fonction sphérique de fx et a, de même nature 
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que Zv et Uy, et indépendante de à. Celte équation devient 

d'où Ton déduit, en difleren liant par rapport à a, 
(A) ^'Zv__r v(v-4'T) 6pA -j^ 6pA^ dZ, 

L'intégra lion de celle équation introduira deux fonctions 
arbitraires entières et rationnelles en fJt, y i — (x* sinu, 
)/i — fx'costJ, satisfaisant à l'équation (5) du n® 73. 
L'une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonc- 
tion Dy qui a disparu par la différentiatiou; l'autre, dans 
le cas d'un noyau solide, en exprimant que Zy est le même 
pour la dernière couche intérieure delà masse que pour la 
surface du noyau. Si le sphéroïde est entièrement fluide, 
aucune condition ne parait devoir déterminer cette fonc- 
tion, et il semble en résulter la possibilité d'une infinité de 
surfaces d'équilibre; nous allons maintenant examiner ce 
cas, d'autant plus intéressant qu'il parait se rapporter aux 
conditions primitives des corps célestes. 

104. Figure d'équilibre d'une masse Jluide hétérogène 
dont les couches de nweau sont peu différentes de Ig^ 
sphère» 

En se reportant à rexplicàtion relative à l'arrangement 
des fluides pesants hétérogènes, on est naturellement con- 
duit à admettre (jue la densité de la niasse fluide considérée 
va en augmentant à mesure que l'on s'apj)roche du centre. 
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Si la masse étaît homogène, serait égal à 

Tunité. Nous poserons donc 



£''■'' --ï^r"' 



•F(a) 



F étant une certaine fonction de a, nulle pour a = o, 
puisque le noyau infiniment petit que Ton peut concevoir 
au centre doit être considéré comme homogène; elle est 
plus petite que Funité, et de plus elle est essentiellement 
positive; car p décroissant quand a augmente, le second 
membre de la double égalité ci-dessus est inférieur à 
l'unité. 

A Tinspeclion de l'équation (4), on voit que Zy est de la 
forme 

Xy étant comme Zy une fonction sphérique de fx et de tj de 
Tordre v, indépendante de A, et Ay une fonction de A seul. 
On a, pour déterminer Ay, 

(5) ^ = |v(vH-,)-6[,-F(.)]}^:-6[.-PW]^'. 

Concevons que Ay soit développé en une suite de termes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes entières ou 
fractionnaires de a, et soit 

^y=:ayA'-f-ayA''-f-.. ., 

ay, «y , . . . , 5, 5', • . . , étant des inconnues indépendantes de 
a; l'équation (5) devient 

/ (5+v4-3)(5— vH-2)avA'-»+(/-hv-f-3) (/~v-(-2)a; A"-»-f-... 
(^^ i =6F(a^[(^-1- l)ayA'-'+(/-h !)< A"-»-h . . .]. 

Si l'on conçoit que F(a) soit développé de la même ma- 
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nîère que Av, ce développemeBl ne pouvant pas renfermer 
de terme indépendant de a, puisque F(o) = o, il faut, 
pour que l'on puisse identifier les deux membres de l'équa- 
tion précédente, que Tun des termes du premier membre 
soit nul, ou que, par exemple, 

{j-H V -|-3)(j — V -h2)=o,• 
d'où deux valeurs pour 5. Pour chacune de ces valeurs, on 
identifiera les autres termes du premier membre à ceux du 
second, et Ton obtiendra ainsi deux séries, dont la somme, 
après les avoir multipliées chacune par une constante ar- 
bitraire, sera l'intégrale complète de l'équation (5). Mais 
dans le cas qui nous occupe, on doit rejeter la valeur 
5 = — (v + 3) pour laquelle Zy serait infini au centre, et 
l'on ne peut admettre que la série 

Pour V = 1, l'équation (5) est satisfaite par 
/i, = —, 

A 

et c'est la seule valeur admissible, puisqu'elle correspond 
à 5 = V — 2. En plaçant l'origine au centre de gravité du 



sphéroïde, Zj = — Xj sera nul et l'on aura a^ =: o. 

A rinspection de l'équation (6), on reconnaît que a'^^, 
a^,..., se composent chacun de deux facteurs, l'un «y, 
l'autre indépendant de ce dernier. On peut par suite sup- 
poser «y égal à l'unité, puisque cela revient à comprendre 
ce facteur dans Xy, ou à remplacer dans ce qui précède 
«yXy par Xy tout simplement. 

Pour v>2, v(v-t-i) est supérieur à 6 et par suite 

à 6 F ( a) , et 5z Ay ef —p- sont positifs en partant du centre^ 
ils restent constamment positifs à mesure que l'on sap- 
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proche de la surface; car si -j^ devenait négatif, il le de- 
viendrait avant /i^, et devrait auparavant passer par zéro; 
or pour cette valeur, d'après l'équation (5) et pour v^â, 

—j-^ est positif; par suite, a partir de zéro, -7- recommen- 
cerait à croitre, et il ne peut par conséquent, ainsi que Ay, 
devenir négatif. 

On pourra satisfaire à la condition que la fonction F (a) 
soit très-petite pour de très-petites valeurs de a, en posant 

F(a) = Pa\ 

^, X étant des nombres positifs entiers ou fractionnaires. 
L'équation (6) donne alors 

(/-f.v-i-3){y— v-h2)a!;=6(*-+-l)p, a^ = 0, a^=:o..., 

d'où 

6(v-i)p 



(2v-f->-hl)X 



.. = .-^6(— )P*' 



(2v-f.X4-i)X 



àh._. .^^.„ ■ 6(v-i)(v + X + 2)K'^^"'\ 

Ces deux dernières expressions sont essentiellement posi- 
tives quand v est égal ou supérieur à 2. 

Pour V égal ou supérieur à 3, Uy est insensible relative- 
ment à la Terre, la Lune, Jupiter, etc., et Téquation (3) 
donne dans ces conditions, en y remplaçant Zy par AyXy, 

-f-3 r pd(A"+'A„)lx„ = o. 
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Sî Hy est ce que devient h^ à la surface, on a 

r_2(v-i-i)A';Hv r v.A'-f.3 r v^(A''+Viv)ixv=o, 

ou par l'intégration par parties, 

~3 r *//v[-^*^*^plXv = o. 

Or dp est négatif, Ay croît du centre à la surface et - < 1; 

d'où il suit que l'ensemble des deux derniers termes du 
coefficient de Xy , et par suite ce coefficient, est négatif. 
L'équation précédente ne peut donc avoir lieu qu'autant 
que Xy = o lorsque v^3. Le rayon de chaque couche de 
niveau se réduisant alors à 

A(H-Zo-hZ,), 

il s'ensuit que les surfaces de nisfeau sont des ellipsoïdes. 
Pour simplifier l'écriture, nous supposerons dans ce qui 
suit Al =: I, ce qui revient à considérer A comme représen- 
tant alors le rapport du rayon moyen d'une couche à celui 
de la surface. 

Pour la Terre on a, en négligeant dans Uy l'action du 
Soleil, de la Lune, etc., 

U, = ~ J^^»-.iV U3 = o, U,=o,..., 
et l'équation (3) donne, en supprimant l'indice de Hj, Af, 
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Soit 

(C) \ = 



H' 



dmtL^' 



f étant, aux quantités du second ordre près, le rapport de 
la force centrifuge à l'équateur, à la pesanteur, il vient 



X,= — 



i'-i) 



5 



f\d{K^h) 



Jf paV/a 


Si donc nous posons 

[d) A= 



2H — p 
D 



I pA^d/L 



et si nous profilons de l'indétermination de Zo pour éta- 
blir la relation Zo = ^ ^^^^ ^^ rayon de chaque couché de 
niveau sera donné par la formule 

qui représente un ellipsoïde de rév^olution autour de 
Vaxe de rotation y ayant pour axes principaux 2 a, 
2 A (i + kh) et dont kh est l'aplatissement ou l'ellipticité. 

Il suit de là que : 

i*^ L'aplatissement des couches de niveau va en crois " 
sant du centre à la surface^ tandis que les densités vont 
en décroissant f 
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2^ L'aplatissement à la surface de la surface^ ou 
il) E= ^« ■ 






•/o 

/ paWa 
Jo 



est supérieur à^et inférieur à la limite j (f correspon- 
dant au cas de r homogénéité (100). 

La première partie de cet énoncé est évidente d'après la 
forme analytique même de l'ellipticité. Pour établir la se- 
conde partie, nous remarquerons en premier lieu que les 

aplatissements croissent dans un moindre rapport que Tin- 

If 
verse du carré du rayon, car h supposé égal à ~ devien- 
drait infini pour les couches centrales ou pour a = o. Si 
donc on pose A = ~> ii croîtra avec a et Ton aura 

I pd{K'/i) = n I pcl-x^-h f du I K^dp. 

a augmentant du centre à la surface tandis que p diminue, 
la seconde intégrale du second membre de cette équation 
est négative, et par suite 

jpd[K'hXujpd.x'<:in fpd.x\ 

et en remplaçant la première de ces intégrales par la troi- 
sième, qui est une limite supérieure, dans la formule de 

5 
raplatisseinentà la surface, on trouve pour résultat j ®. 



d'où 
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Calcul de la pesanteur, — Les directions de ]a pesan* 
leur depuis un point de la surface jusqu'au centre ne 
forment point une ligne droite, mais une courbe normale 
aux couches de niveau qu'elles traversent ^ c'est donc la 
trajectoire orthogonale des ellipses génératrices de ces 
couches, et nous allons d'abord chercher à la déterminer. 

Soient (fig* 8) OA un rayon quelconque rencontrant la 
surface libre de la masse fluide au point A et faisant avec 
l'axe de rotation Oz Taxeôo*? AmO la trajectoire orthogo- 
nale partant du point A; a = Om le rayon aboutissant au 
point m de la courbe^ 6 l'angle qu'il forme avec Oz\ â l'angle 
formé avec OA par |a tangente en m ou l'élément mm' de 
la trajectoire, ou encore la normale à l'ellipse passant par 
le point m. Les angles 5, 6 — Oq sont du même ordre de gran- 
deur que l'ellipticité M, et l'on devra en négliger les puis- 
sances supérieures à la première^ mm' ne diffère d'ailleurs 
de dk que d'une quantité de Tordre Mi, Si donc on appelle u 
la perpendiculaire mp abaissée du point m sur OA, on a 

— du = mm^ sinS = rfA.^. 

La normale à l'ellipse dont l'équation est 

a = a(i — A//sin2 0) 

fait avec a l'angle 1ihs\n9.ô = À-AsinaSo? et par suite 
avec OA l'angle 

S=z X-A.sin2 0o — (ô — ôo). 
On a donc 

■^ fiu =: d\[Â'ks\niBo— (Ô — 0o)]- 

D'autre part, 

// = asmmOp = a(0 — 0o)> 
d'où 

— duz=xl Ah sm2Bo U 

et enfin, en intégrant, en remarquant que pour le point A 
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OU pour A == I , on a M = o, 

(e) w = AXsin2Ôo I • 

t/O ^ 

Telle est l'équation de la trajectoire qu'il s'agissait de 
trouver. 

Pour obtenir la valeur de la pesanteur g" a la surface, il 
suffit (100) de changer le signe de la dérivée de l'équa- 
tion (i) du n° 48, par rapport à a, puis de supposer 
a = 1 4- Zo -f- Zj , Al = I dans les limites des intégrales. 
On trouve ainsi, eu égard aux simplifications indiquées 
plus haut, 

On fera disparaître les intégrales de cette formule qui ren- 
ferment Zs à l'aide de l'équation (3), en y supposant 
V = 2 5 et si l'on pose 

G=:|7r r pc?.A3--7rZo r pd.K^ -^ ^iz Ç pd{KyA,) - ^ n\ 
t/O " 'o «/ o 

et que Ton observe que 

on trouve, en ayant égard à la relation (c), 

OU, en négligeant le carré du coefficient de /i' — -^ » 

Soient L la longueur du pendule à secondes à l'équa- 
teur, correspondant à la gravité G 5 / la longueur du même 
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pendule au point considéré; on a 



/ = l[i + (|,-e)p.]. 



Si A est Texcès de la longueur du pendule au pâle sur sa 
longueur à Téquateur, 

5 

d'où 

5 

A-f-E = -«. 
2 ^ 

5 
Dans le cas de l'homogénéité, on a E = -7f, et A=E« 

Mais si le spliéroïde est hétérogène, autant l 'aplatissement 

5 
est aurdessiis ou au-dessous de - f , autant A est au-dessous 

ou au-dessus de la même quantité. 

Soient C et A les moments d'inertie du sphéroïde par 
rapport à l'axe de rotation et à un diamètre quelconque 
de l'équateur. En rcunplaçaut, dans la formule finale du 
n? 89, A® par le coefficient — kh du terme en fx* de l'ex- 
pression de a, et supposant B = A, on trouve 



^^^=A 






ou, en ayant égard à la relation (d) du numéro précédent 
et remarquant que E = AH, 

r paVa 

2/ n^ 



5=-* = (e-1^ 



La théorie de la précession des éqtiinoxes donne, comme 

■5. 
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nous le verrons plus loin, pour la Terre, 

— -. — = o, ooSaôy 
C • 

et en prenant 

(j) = 0,00345, E = ^ — î 
on trouve 






= HyOI . 



105. jittraction sur un point extérieur d^un sphéroïde 
recoui^jt d'une couche fluide. — Désignons par M la 
masse totale du sphéroïde et du fluide^ la formule (3) du 
n^ 103 donne pouç la surface, en se rappelant que Zi= o, 
et que Tindé terminée Zo peut être prise égale à zéro (8S), 



et pour V > 2, 

en substituant les valeurs dans la formule (17) du n** Si, 
QU trouve 

a J^a^-^'^ na^y 3/ 

Dans le cas d'un ellipsoïde, v s'arrcle à 2 et Ton a 
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et comme Z, = — E f fx* — jU il vient en définitive pour 
le potentiel cherché 

v=^5a-^)(.-5)- 

106. Hypothèses sur la loi de la variation de la den- 
sité de la Terre av^ec la profondeur, — Les considérations 
qui précèdent reçoivent également leur application, lorsque 
Ton suppose que la Terre a été formée dès Torigine d'upe 
seule substance, en tenant compte de l'augmenta don de 
densité à mesure que l'on s'approche du centre, due à la 
compression exercée par le poids des couches supérieures. 

La loi qui régit les gaz et d'après laquelle, la température 
restant constante, la densité croît proportionnellement à la 
pression, ne paraitxonvenir ni aux liquides ni aux solides, 
et l'expérience semble indiquer qu'ils résistent d'autant 
plus à la compression qu'ils sont plus comprimés; en 
d'autres termes, la dérivée de la pression par rapport à la 
densité croit avec cette densité, mais suivant une loi qui 
n'est pas connue ; et l'on ne peut faire à cet égard que des 
conjectures- 

L'hypothèse la plus simple que l'on puisse faire con- 
siste à supposer que cette dérivée croît proportionnelle- 
ment à la densité, et c'est celle qui a été imaginée et étu- 
diée par Legendre, 'et que Laplace a disculée plus tard 
dans sa Mécanique céleste, 

M. Roche (*) en modifiant l'hypothèse de Legendre par 
Tintroduction d'un terme proportionnel au carré de la 
densité, ce qui a pour effet de rendre plus rapide encore la 
loi de la compressibilité, arrive à ce théorème très-simple : 
la diminution de densité croit proportionnellement au carré 
de la distance au centre. Les conséquences de cetle propo- 



( *) MémoUet de V Académie des Sciences de Uontpellier^ t. HI; i855. 

i5. 
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sition 'offrent un accord très-satisfaisant avec le résultat 
de Pexpérience pendulaire exécutée par M. Airy au fond 
de la mine de houille de Harton, à une profondeur de 
385 mètres (*). Nous allons exposer successivement les 
deux hypothèses qui, l'une et Tautre, conduisent à des ré- 
sultats très-intéressants. 

107. Hypothèse de Legendre. — L'équation (a) du 
n^ 103 donne, en difi^rentiant ^ar rapport à A, et suppo- 
sant Zo = o, ce qui est permis, 

Posons 

dp 






k étant une constante, et appelons p^ la densité i la sur- 
iace^ où la pression est supposée nulle; il vient 

et en vertu de F^uation (7), 

faisant — = q^y jd = -9 cette équation devient 



{«) 




d'où 






xzzzAsmkç + BcosA<7y 


et 






A . B 

p = — sm A y H — ces A ^ , 



(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, U XXXIX, p. iioi; i854. 
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A, B, étant deux constantes arbitraires. La densité n'étant 
point infinie au centre où a est nul, B doit être nul, et Ton 
a tout simplement 

A . 

p = — SlOA^, 

et comme à la sur&ce a = i , il vient 

(9) p=ei!l!^. 

Si Ton nomme D la moyenne densité de ta Terre, on a 
r P4Va=:D r A«rfA=^. 

Or, les équations (8) et (9) donnent à la surface 



Ua), = ._ 



pi tangy 



d'où Ton tire 

/ N D 3 / q \ 

Pour calculer l'aplatissement, nous nous reporterons à 
la formule (5) du n^ 104, en y supposant v = 2 et suppri- 
mant l'indice de A, ce qui donne 

é(|uation que Ton peut mettre sous la forme 



d'Ut f pA'dfA j 6h j pA'dAr 



</a' i,^ " dk 



//A* V- = ^^ 
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OU, en remplaçant p par - et ^ par sa valeur lîrée de l'é- 
quation (8), 

^^ +,>AJ^ ..d. = o. 

Cette équation est satisfaite en posant 

N étant une constante arbitraire ; et en remplaçant x par 
sa valeur en fonction de ▲, on trouve pour l'aplatisse- 
ment 

expression qui devient nulle avec à au centre de la Terre. 
En se reportant au n*' 104, Taplatissement à la surface a 
pour expression 



J7A^A 

(.3) 



,h/". 



.H-î 



r pd(i,'h) 2H r'orA^A — |Hp, + | r aV^^p 

Jr pA^diL 
o 



Substituant dp à sa valeur déduite de Téquation (8), en 
ayant égard à la relation (12), on trouve en définitive pour 
l'aplatissement à la surface 



^ L g'\ taiig y y j ^ 
/ g \ yUangy 

\ tangr// tang7— y 
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1 . 5 

^ jjour cet aplatissement, et - 



ï . 5 ' 

En prenant -r — pour cet aplatissement, et - ç == o^ooSâS, 



on obtient 

y = 2,54. 

L'équation (10) donne 

/ïi='o,458.D, 

et Ton a pour la densité au centre 

p = çpi = 2 ,o53 D . 

La pesanteur en un point intérieur du sphéroïde repré- 
sèhtée par Tattraction de la sphère de rayon a passant par 
ce point se trouve très-simplement et a pour eicpressiou 



'Z=^7t l pA* 



dk=pi(%inAq — A^COSA^), 



ou en appelant gi la valeur de gf à la surface du sphéroïde, 
ou pour A = i, 

(sinA^ — »AyCOSA^\ 
siny — qco^q / 

Cette formule donne pour un petit abaissement — $k 
au-dessous de la surface de la Terre 

^= -0,626. ^A. 

Le rayon moyen de la Terre étant de 6 366 000 mètres, et 
la profondeur à laquelle M. Airy a exécuté son expérience 
étant de 385 mètres, on a dans ce cas 

385 



63 66000 
et 

gi 26400 

nombre beaucoup plus petit que — v«- qui est donné par 
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robservatîon. Si Ton voulait que la valeur ci-dessus de g re- 
produisit raccroissement observé, il faudrait prendre 7 = a? 
mais alors raplatissement prendrait la valeur trop faible 

de ^ — • Âi^si la loi de Legendre ne peut pas représenter k 

la fois d'une manière satisfaisante la loi de la pesanteur et 
l'aplatissement. 

108. Hypothèse de M. Roche. — Supposons 

|3 étant une constante et po la densité au centre. L'équa- 
tion (7) donne 

î^ = - 4^p.Ar/* (i - I *') = - I ffArfA (|p. + p) , 

d'où 

dp 4 dk Iz \ 2irp/2 \ 

Cette formule ne diffère de celle de Legendre que par l'in- 
troduction dans le second membre de -j- d'un terme pro- 
portionnel au carré de la densité. 

Nous avons obtenu au n** (104), pour la Terre, la rela- 
tion 

= 2, 02 , 

Cl en y remplaçant p par sa valeur ci-dessus, on trouve 

j3 = 0,8, d'où 

p = po(i — o,8a'). 

En continuant à désigner par D la densité moyenne de la 
Terre, on a 



D=3 i paVa=:o,52p« 



DE MÉCAHIQtlE CÉLESTE. a33 

d'où 

p^ = 1,923 D. 

Si Ton prend par exemple D = 5,5, on a p,, = 10, 5 et la 
densité à la surface est 

L^attractîon de la sphère de rayon a, sur un point de sa 
surface, a" pour expression 

gi étant la pesanteur à la surface de la Terre, correspon- 
dant à À = i . On voit que Taccélération g augmente à parût* 

5 
de la surface jusqu'à la distance a == > pour laquelle elle 

atteint sa valeur maximum ijoGSgu laquelle est plus 

grande qu'à la surface de plus de -^ • La pesanteur décroit 

ensuite, reprend la valeur gi pour a= 0,655, puis dimi- 
nue rapidement et à peu près proportionnellement à a, 
jusqu'au centre où elle est nulle. 

Pour une faible variation de profondeur au-dessous de la 
surface, on a 

et, en se plaçant dans les conditions de Texpériencc de 
M. Aîry, on trouve 



*ft 



g 19530 
La diflférence entre ce résultat et la fraction donnée 

par l'expérience est évidemment inférieure à Terreur pos- 
sible de l'observation, dans laquelle il s'agit de constater, 

sur une durée de 24 heures, une variation de 2 secondes ^ 

environ. 
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L'aplatissement se déduira de réquation 

û^A^ "*" A4-3pA3 ^/a"^ 5-f-a.4A"""^' 

qu'il faudrait intégrer au moins par approximation, en 
tirer la valeur de Taplatissement à la surface, et voir 
ensuite si elle s'accorderait dans des limites convenables 
avec la valeur qui résulte de l'observation. Ce serait une 
belle justification de l'hypothèse de M. Roche 5 mais pour 
y arriver il faudrait passer par une série de calculs qui 
seraient fort compliqués. 

§ V. — De la stabilité de l'équilibre d'une masse 

FLUIDE HOMOGÈNE ANIMÉE d'uN MOUVEMENT DE ROTA- 
TION UNIFORME. 

i09. Concevons qu'une masse fluide homogène animée 
d'un mouvement de rotation uniforme, soumise à ses ac- 
tions mutuelles, pouvant recouvrir un noyau central so- 
lide, subisse, sous l'influence^ de certaines causes exté- 
rieures, des modifî^eations de forme supposées très-petites, 
et proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires 
pour que ces modifications continuent à rester très-petites, 
de manière que, après une série d'oscillations, la masse 
fluide finisse par reprendre sa forme d'équilibre. Nous 
aurons ainsi les conditions relatives à la stabilité de l'équi- 
libre de la masse. 

Le tout se réduit, comme on le sait, à exprimer que 
Tacoroissement infiniment petit du potentiel, qui est du 
second ordre, est négatif. 

Pendant la déformation le moment de rotation (90) reste 
constant, et il conviendra de le considérer comme une 
donnée de la question. 

Les petits déplacements de la masse pourront être rap- 
portés, comme mouvements relatifs, à la figure d'équi- 
libre (S) supposée animée du mouvement moyen de rota- 
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tion de cette masse, c'est-à-dire du mouveipent qu'elle 
prendrait si tout à coup elle formait un système solide. 
Soient : 

Co^ C, les moments d'inertie de la masse par rapport à 

Taxe de rotation lors de l'équilibre et à un instant 

quelconque ; 
/lo, /i, les vitesses angulaires correspondantes; 
^^ le moment de rotation ; 
p la densité de la couche fluide, la densité du noyau étant 

prise pour unité ; 
g l'accélération due à l'attraction de la masse et à la 

force centrifuge sur un point quelconque de la surface 

d'équilibre, et qui est nécessairement normale à celte 

surface ; 
d(ù^ d(ù' deux éléments de la surface d'équilibre ; 
A leur distance ; 
z, z' les portions correspondantes et infiniment petites 

des normales limitées par la surface variable. 

La relation 

indique que dans leur mouvement relatif par rapport à (S), 
la somme des produits des masses élémentaires par les aires 
décrites en projection sur le plan de l'équateur est nulle, 
car (x représente la même somme dans le mouvement absolu 
et le mouvement d'entraînement (*), et leur différence est 
par suite nulle. 

L'accroissement du potentiel est dû : i** à l'attraction sur 
lui-même de l'excès sphéroïdal limité par la surface variable 
et la surface d'équilibre; 2** à l'attraction de la masse (S) 
sur cet excès; 3*^ à la variation de la force centrifuge sur 
toute la masse réduite aux termes du second ordre. 



(*) Voyez f pour la théorie des mouvements relatifs, mon Traité de Ciné- 
matique pure. 
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Lorsque la masse pdtùdz s'élève au-dessus de la figure 

variable, au point correspondant à dtà^ l'attraction qu'elle 

reçoit de rélément pz'dtù' de Texcès sphéroïdal donne 

z' dz 
lieu au travail c*dtùd(ù' — -— L'élévation dz' au-dessus de 

d(ù' donne de même, par rapport à l'élément ^^J», le tra- 
vail p^dtadtù' — -; lalsomme de ces deux expressra^^étant 

jo' d,zz\ il vient, pour les déplacements «, x'< 

dessus de la surface d'équilibre, 

Si Ton fait la somme des expressions semblables pour tout 
Fexcès sphéroïdal, il est clair que Ton aura le double du 
potentiel dû à ses attractions mutuelles, puisque chaque 
élément s y trouvera répété deux fois. On a donc pour ce 
potentiel 

Le travail élémentaire dû à la résultante g^ sur Télément 
pdtùz^ étant — gpdtùzdz^ il vient, pour le potentiel corres- 
pondant au déplacement z compté à partir de la surface 

d'équilibre, — ^2* Jo), et pour tout l'excès sphéroïdal. 

Le potentiel dû à la force centrifuge, r étant la dislance 
de la molécule m à l'axe de rotation, 

En posant C = Co -h 5C, le terme du second ordre de celte 
expression est 
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en remarquant que Taccroissement ^C du moment d^inertie 
est dû à Texcès sphéroïdal ou est égal à p l r*zd6i. L'ac- 
croissement total du potentiel est donc 

telle est Texpresslon, qui doit être négative* 

HO, De la stabilité de l'équilibre des mers, — Suppo- 

ons que la snrfaee d'équilibre et le noyau soient très-peu 

Afférents d'une sphère; l'accélération g peut approxinia- 

Fement être considérée comme constante^ et nous pren- 

[>us pour unité le rayon de la sphère équivalente au 

du sphéroïde total. 

a 

eo 


nction du n® 73, symétrique par rapport aux 
et zs, 17' qui fixent la position de dca, d(ù\ 

00 00 

1 1 

les développements en fonctions sphériques de r, z\ Zo, 
la fonction Zo étant nulle (82). On a (78), v éuut diffé- 
rent de v', 

attendu que ^co, dtù' peuvent approximativement être con- 
sidérés comme deux éléments sphériques, et les intégrales 



{*) M. LiouTiUe est arrivé le premier à cette expression par une méthode 
analytique insérée dans son Journal de Mathématiques pures et appliquées. 
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ci-dessus s'élendant à toute la surface de la sphère on de o 
à 4^ } on a de plus, d'après la formule (i3 ) du u^ 79, 



X 



** 2V-4-I 



Les deux premiers termes de Texpression (i) deviennent par 
suite, en remarquant que l'on a à très-pen près g^ = -^j 

Enfin, on a r*= sin*6= - — ( (x* — ^| , et comme fx' — - 

est un cas particulier des fonctions Zj, l'intégrale du troi- 
sième terme de l'expression (i) se réduit (88) à 

At étant le coefficient dû terme de Zg indépendant de cr. Il 
vient donc, pour l'accroissement total du potentiel, 

et pour qu'il soit négatif, quelle que soit la déformation ou 
les valeurs très-petites attribuées à Ag, Zi, Zs,...,il faut que 
p <^ I. Donc, pour que V équilibre de la mer soit stable , il 
faut que sa densité soit inférieure à la densité moyenne de 
la terre. 

Si celte condition n'est pas remplie, il y aura certains dé- 
placements pour lesquels les éléments matériels du fluide 
tendront à s'éloigner de plus en plus des positions qui con- 
viennent à l'équilibre, et l'équilibre sera instable pour ces 
déplacements. 
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§ VI. — De la figure de l'anneau de Saturne. 

ill. L'anneau de Saturne est une couronne circulaire 
d'une très-faible épaisseur, dont le centre est celui de la 
planète et dont la largeur est environ la moitié du rayon 
intérieur, ce dernier étant égal à une fois et demie celui de 
la planète ('^j. 

L'anneau n'est pas simple, et l'on a reconnu jusqu'ici 
qu il est formé de trois anneaux concentriques presque 
entièrement situés dans le même plan. 

L'irradiation doit considérablement augmenter la lar- 
geur apparente des anneaux; il peut même se faire que 
chaque anneau se compose de plusieurs autres, qui par la 
];nème cause paraissent se confondre en un seul pour l'ob- 
servateur. 

Nous supposerons, dans ce qui suit, que chaque anneau 
est fluide ou qu'il l'a été primitivement, qu'il affecte par 
conséquent la forme d'une surface d'équilibre, qu'il est 
homogène, que la distance entre deux anneaux consécutifs 
est assez grande pour que, en raison de leur faible masse, 
on puisse négliger leurs actions mutuelles de l'un à l'autre. 

Chaque anneau se trouvera ainsi sollicité par ses attrac- 
tions mutuelles, par l'attraction de la masse de Saturne que 
nous considérerons comme sphérique et composé de cou- 
ches homogènes concentriques*, enfin par la force centri- 
fuge résultant de son mouvement de rotation accusé d^aîl- 
leurs par l'observation et supposé uniforme. 

L'attraction d'un anneau sur un point de sa surface 



(*) RayoD équatorial de Saturne 64000 kilomètres. 

Rayon intérieur de l'anneau 94000 » 

Rayon extérieur de Tanncau 142000 » 

L'épaisseur de Tanneau est inconnue, mais clic ne parait pas dépasser 
110 kilomètres. 
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étant très-petite par rapport à Tattraction de Saturne, et 
sa largeur dans le sens du rayon paraissant elle-même 
devoir être une très-faible fraction de ce rayon, on pourra 
sans inconvénient négliger le rapport des dimensions trans- 
versales de Tanneau à son rayon, ou supposer ce dernier 
infini. De sorte que Ton est ramené à déterminer Tattrac- 
tion d^un cylindre indéfini de même section transversale 
sur un point de sa surface. 

1 12. La figure elliptique satisfait à la condition iTéqui' 
libre cTun anneau supposé fiuide. — Soient : 

OZ. l'axe de rotation de Saturne; 

C le centre d'une section méridienne; 

Cz la parallèle à OZ menée par ce point; 

OC^ la perpendiculaire à OZ passant par le point C, 

prise pour axe des y; 
a le rayon OC du cercle décrit par le centre de l'anneau ; 
S la masse de la planète; 
n la vitesse angulaire de rotation de l'anneau; 
j*, z les coordonnées d'un point m du périmètre de la 

section considérée. 

Le travail élémentaire de la force centrifuge du point m 
sera, abstraction faite de sa masse qui entre en facteur, 

Le travail total de l'attraction de Saturne sur le même 
point est, en négligeant les puissances de z^j supérieures 
à la seconde, 

d'où, pour le travail élémciilaire, 

S , iSydy Szfh 
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Enfin, si Ton suppose que la section de Tauneau est une 
ellipse ayant pour équation 

d'après le n^ 71, le travail élémentaire de Tattraction 
qu'il exerce sur le point m est 

\ 7 -H I 7 -H I / 

la densité de Panneau étant prise pour unité. On a donc 
pour la condition d'équilibre à la surface 

\7 + i «V 
Celte équation coïncide avec celle de l'ellipse si 

S 



V' 



d'où Ton déduit 

(0 



4«7 


S 


rj2. 


4»r 


3S~ 


7 > 


74-1 


7(7- 


-0 



s 

4^û' "■ (7-h0(37'+0' 



A l'inspection de cette formule, on voit que 7> i ou 
que l'anneau est nécessairement aplati. Considérée comme 
une équation en y, elle a deux racines positives, puisque 
son second membre devient nul pour y== i, y = oo . 

Le maximum du second membre de l'équation (i) est 
égal à o,o543o26 et correspond à 

7 = 2,594 ; 

si donc on désigne par D la densité moyenne de Saturne 

iG 
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rapportée à celle de ranneau, par R son rayon, comme on a 

S = |7rR»D, 

la iplas grande valeur que Ton puisse attribuer à D est 
0,1629078—. 

En supposant que Ton prenne pour a le rayon moyen de 
Panneau total , on a sensiblement 

a 

et la limite supérieure de la densité de Saturne est i,3. 
La relation 

S 
n^a = — - 

montre que chaque anneau partiel se meut autour de la 
planète comme un satellite placé à la même distance. 

Il suit de là que la période de ce mouvement doit être 
de oJ,44 pour Tanncau intérieur, ce qui est conforme a 
l'observation. 

113. Instabilité de V équilibre d'un anneau régidieret 
irrégularité nécessaire pour la stabilité de V équilibre. — 
Nous avons supposé à Panneau de Saturne une forme ré- 
gulière^ mais, pour la stabilité de l'équilibre, il est néces- 
saire que la distribution des masses constituantes ne pré- 
sente pas compléicment ce caractère, soit que la section 
soit variable, soit que son axe curviligne soit à double 
courbure, soit enfui qu'il ne soit pas homogène dans toutes 
ses parties. Ces inégalités de forme, quoique très-faibles, 
sont indiquées par les apparitions et les disparitions de 
l'anneau, dans lesquelles les deux anses présentent des phé- 
nomènes ditîércnts. Sans ces inégalités, Panneau sous Pin- 
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fluence du plus faible déplacement dû à la cause la plus 
légère, telle que rattraclîou d'une comète ou d'un satellite, 
finirait par se précipiter sur la surface de Saturne. 

Supposons, en eûpt, que le centre de Saturne soit en O 
(fis* *o)î ï^ centre de Panneau déplacé étant en C, et con- 
sidérons Tune des circonférences matérielles dans lesquelles 
cet anneau peut se décomposer; soit ab la corde perpendi- 
culaire en O au rayon OC, déterminant les deux segments 
inégaux arlb^ ad'b^ le premier étant plus petit que l'autre. 
L'attraction de Saturne ou de C sur deux éléments w/i, 
mfn! des deux segments, déterminés par deux cordes infi- 
niment voisines passant par O, sera plus grande pour le 
premier que pour le second; d'où résulte que l'attraction 
de la planète sur le segment adb sera plus forte que sur le 
segment ad'b^ ou que l'attraction totale sur la circonfé- 
rence sera dirigée de O vers C, et tendra à éloigner le 
second de ces centres du premier. Le centre de l'anneau, 
supposé régulier ou composé d'un certain nombre d(î cir- 
conférences identiques h la précédente, finirait donc par 
s'éloigner de plus en plus de celui de la planète, et Tan- 
heau arriverait à se joindre à Saturne. 

LjBs divers anneaux qui entourent le globe de Saturne 
sont par conséquent des solides irrégulîers d'une largeur 
inhale dans les différehls points de leurs circonférences, de 
telle .sorte ^e leurs centres de gravité ne coïncident pas 
avec leur centre de figure. Ces centres de gravité pieu vent 
être considérés comme autant de satellites qui se meuvent 
autour du centre de Saturne, a des distances dépendantes 
de rînégalîté des parties de chaque anneau, avec des vitesses 
de rotation égales à celles de leurs anneaux respectifs. 



i<>. 
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CHAPITRE V. 

DE LA FORME DE LA TERRE DÉDUITE DES MESURES 
GÉODÉSIQUES. 



114. Dans lé chapitre précédent, nous avons reconnu 
que la Terre doit alFecler la forme d'un ellipsoïde de révo- 
lution, en partant de cette hypothèse qu'elle a été primiti- 
vement fluide, et que le refroidissement n a pas dû modi- 
fier sensiblement la forme de sa surface libre. 

Celte induction théorique s'accorde-t-elle avec les résul- 
tats de l'observation? C'est ce que les mesures géodésiques 
seules peuvent décider. Or on sait que les opérations de 
cette nature ont pour objet de déterminer la forme et la 
longueur des arcs d'une classe de courbes appelées lignes 
géodésiqueSy définies par cette propriété ; que chacune 
d'elles est le plus court chemin de l'un de ses points à un 
autre, sur la surface sur laquelle elle est tracée. On est 
donc conduit, en premier lieu, à déterminer la relation 
qui existe entre la forme d'une surface et ses lignes géodé- 
siques. 

Les lignes géodésiques jouissent de deux propriétés im- 
portantes, que nous allons d'abord rappeler : 

i'^ Le plan osculateur d'une ligne géodésique tracée 
sur une surface est normal à cette surface. 

Considérons, en clFet, deux points infiniment voisins 
d'une ligne géodésique, entre lesquels elle détermine le 
plus court chemin -, l'élément d'arc qui joint les deux poinls 
peut être regardé comme appaiienant également au cercle 
osculateur de la courbe. Or, de plusieurs arcs de cercle 
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qui passent par deux points, le plus court est celui dont le 
rayon est le plus grandj et comme, d'après le théorème de 
Meusnier, pour une section plane faîte dans une surface 
suivant une tangente quelconque, le rayon de courbure le 
plus grand est celui qui correspond à la section normale, 
le théorème énoncé devient évident (*). 

a*^ Si un point mobile est assujetti à se mous^oir sur une 
surface, sans être .sollicité par aucune force extérieure, 
il décrit une ligne géodésique. 

Car Taccélération du mobile est normale à la surface de 
môme que la réaction de cette surface à laquelle elle est due, 
et, comme elle est comprise dans le plan osculateur de la 
trajectoire^ le principe énoncé se trouve démontré. On voit 
aussi que la vitesse est constante, puisque l'accélération 
tangentielle est constamment nulle. 

La recherche des lignes géodésiques sur une surface pré- 
sente de grandes diifficultés d'intégration, que l'on n'a pu 
surmonter que dans quelques cas particuliers, et l'on n'a 
résolu le problème pour les surfaces du second degré qu'en 
employant les coordonnées curvilignes (**). 

Nous nous bornerons à étudier dans ce qui suit le seul 

(*) Sur une surface développable, la ligne géodésiquo doit devenir un& 
droite -aprè» le développement de la surface sur un plan, ce qui exi[;e que 
le prolongement d'un élément de la courbe et l'élément suivant fassent les 
mêmes angles avec la génératrice intermédiaire; d'où Ton déduit directe- 
ment que le plan osculateur est normal à la surface. 

Si Ton mène des plans tangents aux différents points d'une ligne gôodé- 
siqne tracée sur une surface quelconque^ on obtient une surface dévelop- 
pable relativement à laquelle cette ligne est également géodésique; car au- 
trement on pourrait tracer une ligne plus courte sur la surface développablo 
dans la zone élémentaire commune aux deux surfaces, ce qui est contraire à 
rhypothèse admise. On voit ainsi d'une autre manière que le plan oscula- 
teur d'une ligne géodésique est normal à la surface, et Ton démontre en 
même temps cet autre théorème : 

Deux tangentes consécutives à une li^ne géodésique font les munies angles avec 
la tangente conjuguée intenm'diaire. 

(**) Voir les travaux de MM. Gauss, Jacobi, JoacInm»tbal, UuuYilIc, 
Chastes, Miehacl Roberb. 
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cas réellement utile dans la géodésie proprement dite, étu- 
dié par Laplace, et auquel nous conduira d'une manière 
très-simple la théorie des mouvements relatifs. 

H5. Lignes géodésiques sur un sphéroïde très-peu 
différent d*une sphère. — Pour déterminer une ligne 
géodésique sur une surface, il suffit de se donner Tua de 
ses points A {Jig> 1 1) et la direction de la tangente en ce 
point. 

Soient : 

O le centre du sphéroïde^ 

xOy le plan mené par ce point et la tangente en A à 
la ligne géodésique, Taxe Ox se confondant en di- 
rection avec OA5 

Oy la perpendiculaire en O à Ox dans le plan ci-dessus; 

Oz la perpendiculaire au même point à ce plan^ 

B un point quelconque de la ligne géodésique; 

b sa projection sur le plan xOy^ 

c le point de rencontre de Oi avec le cercle décrit du 
point O comme centre avec le rayon OA dans le 
plan xOj\ 

OA = a; 

r=OB = a (h-m), u étant une peliie fraction dont 
on négligera les puissances supérieures à la prcmi<^re \ 

CL Tangle AOi; 

d l'angle BOA; 

Bm la perpendiculaire en B à BO dans le plan BO^ ; 

B;? la perpendiculaire au plan BOz menée parle même 
point; 

R, M, P les composantes suivant OB, Bm, B/7 de l'ac- 
célération du point mobile B qui est censé décrire 
librement la courbe AB, sans être soumis à l'action 
d'une force extérieure. 

Si le sphéroïde devenait une sphère, ou si fi était nul, 
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la courbe géodésique coïnciderait avec le cercle A c ; F angle 
BOi=î est donc de l'ordre m, et l'on en négligera le 
carré et le produit par u. On voit aussi que l'on peut con- 
sidérer OB comme égal à ObjBb comme un arc de cercle 
de centre O, et supposer bc = au. 

Supposons que u soit développé en série ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de $, et soit 

Dans le cas actuel, le premier terme, le second, le troi- 
sième, etc., seront du premier ordre, du second^ du troi- 
sième, etc., et, si l'on emploie des parenthèses pour dis- 
tinguer les dérivées partielles relatives à la surface des 
dérivées qui se rapportent à la ligne géodésique, on a, aux 
termes du second ordre près^ 



"" \da) "** \dS) da "" \dcij' 



dm 
dot. 



et les trois valeurs sont indépendantes de $. 

L'arc élémentaire ds^ décrit par le point B, est égal, aux 
termes du second ordre près, à a (iH- w) r/a ^ d'où 

Ids^rza(i+u)dciy. 
5 = fl ( a -f- 1 luloL \ r 

ety comme la vitesse -r du point B est constante, qu'elle 

peut être choisie arbitrairement et supposée égale à Uy ii 
vient 
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d'où 

(2) — -== 1 •- II. 

Le point B dëcrit dans le plan mobile £0^ une courbe Bc, 
en vertu d'une accélération dont nous allons d'abord cher- 
cher les composantes. A cet effet nous remarquerons que 
ce mouvement peut être considéré comme résultant d'un 
mouifement relatif suivant le rayon OB, qui tourne lui- 
même autour du point O *, on a donc l'accélération relative 

-7-- = a -7- 9 suivant OB , 
dt^ dr 

l'accélération d^entraînement tangenlîelle 

a (ï -f- a) --rj = ^ "TT» suivant B/w, 

et ce sont les deux seules accélérations dont on ait à 
tenir compte, attendu que l'accélération centrifuge com- 
posée 2 --^'-r et l'accélération normale d'entraînement 

r ( — J sont du second ordre et négligeables (*). Connais- 
sant ainsi les composantes de l'accélération du point B dans 
son mouvement relatif dans le plan zOb^ cherchons à dé- 
terminer celles de l'accélération absolue. 

La vitesse relative du point B en projection sur le 
plan xOjr étant égale à 

dr ^ du 

dt dt 

aux termes du second Ordre près, on a, pour l'accélération 
centrifuge composée, prise en sens contraire, due à la rola- 

( *) Voir, pour tout ce qui concerne la théorie du mouvement relatif, mon 
Traité de Cinématique pure. 
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lion du plan zOb autour de Oz : 

dct du 
na -r — r-5 suivant Bo. 

dt dt ^ 



La composante tangentielle d'entralnemeut est 

d^oL , ^d^a 

— =a[i+u) — 



d^a. d^oL 

rcosS •—- = « (i 4- « ) -7T 5 suivant Bp. 



L'accélération normale d'entraînement — r-—- cos9, di- 

dt^ 

rîgée suivant la perpendiculaire IB à Oz, donne les com- 
posantes 

- . da} . _ _ 

— û (' 4-'*)-T-;> suivant OB, 

rt (i -f-B)---smd=:«-7--«d, suivantB/7/. 
On a donc, en récapitulant, 

rfa du , .d^a. _ 



ou, en remplaçant t par a dans les termes du prenileu 

dt 



ordre, en vertu de l'équation (2), — par sa valeur fournie 

d^OL 

par la même équation, — par celle qui s'en déduit, 



(3) 



dUi , 




du _P 
dcL a 




:>- 


M 
a 



La résultante de R, P, M étant normale à sa surface, on 
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a, d'après le principe du travail virtuel, 

ou 

B,du 4- Md9 -h P (i 4- «) </a = o; 

d'où, en ayant égard à la première des équations (3) et en 
vertu de Tapproximation adoptée, 



La seconde des équations (3) devient ^ = (5" ) ®' ex- 
prime une identité, d'après ce que l'on a vu plus haut. La 
troisième donne 



d 



dont l'intégrale est (*), par suitedes conditions î = o, -t^=o 



(*) Posant 

^=2C08a, 

d'où 

di . dx ^ 

-7- = — X sin a -H cos a -7- > 
dcx. da, 

d}$ dx d*x 

T-— = — X COS u — 'Ji Bina, -: — h cos « -p-r > 
da,* da, da' 

1*cquation (5) devient 

d*x dx I / ''" \ 

di* " da cosa\da) 

dx ., . 

et comme x = o, -r = o pour x = o, il vient 

-— = — cos'a / —^\-A]^o^i x=— I C08*a<fa / — rlT?)^''' 
dl J^ cos*a\d$J J^ J^ cos*a\dS/ 

d'où rintégialedu texte qui ne se trouve pas dans la Mécanique céleste de 
Laplacc. 
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poura=:o, 

(6) ^ = — cosa 1 cos'ae/a / — 1 -rs 1 ^a« 

Soit p le rayon de courbure au point B de la trajectoire j 
Taccélération en ce point est 

— = v^M-MM-P ou - = -- R, 
P P 

en continuant à négliger les termes du second ordre; Ou 
tire de là, en ayant égard à la première des équations (3), 

(7) ^=='-"-^- 

On reconnaîtra facilement que Tangle de la tangente au 

point B de la courbe avec le planj^Ox est égal à —> 

Soit ^ l'angle formé par la normale à la surface au 
point B avec Ox\ la projection de Taccélération totale 
sur Oj: étant Rcosa — Psina, il vient 



cos 
d'où 



Rcosa — Psina Rcosa — Psina /du\ . 

y = -7==- = ;; = cosa — I -7- 1 sm a , 

V^R»4-M»-hP» R VV 

(8) . {et 

en substituant h ^ la variable a dans l;^-)' c<^ qui est per- 
mis aux termes près du second ordre. 

Appelons V l'angle que fait avec j^Ox, le plan parallèle 
à la normale au point B de la surface, mené par la droite 
Ox. La trace de ce plan sur yOz sera la projection sur 
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ce dernier de raccélération totale supposée transportée 
parallèlement à elle-même au point O. Or les composantes 
de cette accélération sont 

R sin a + P cos a, suivant Ojr^ 
R sin ^ *{- M ces $9 suivant O z ; 
il vient donc 



(9) 



( R^-t-M S I fdu\ 

\ tangV ou V = :=r-. ;; = r— { -ttj I 

1 ° Rsma-f-Pcosa sma sma \rf^/ 

\ sinip sin^l» \d9J 



Désignons par cr l'angle formé par la tangente en B avec 
le plan ci-dessus passant par Oâ? et la parallèle en O à la 
normale au même point de la surface, et soit k le point où 
le plan coupe Bi, bk est égal à Tangle V, multiplié par la 
distance du point b à Ox^ ou par a sina. On a donc 

RA- = «(Vsina — ^). 

Pour un point infiniment voisin de B, le plan A Ox étant 
supposé fixe ou V constant, Bft varie de 

rf.BX- = a {Vcosadx — d$)', 

il vient donc, en remarquant que Tangle kOx peut être 
considéré comme égal à a, 

(10) = = Vcosa — =Vcos^{/ -77- 

^ ^ adoL doL ay 

Si u est développable en série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de a, pour des valeurs 
de cetie variable inférieures à une certaine limite, on a, 
en affectant de Tindice i les dérivées partielles qui se rap- 
portent au point A, 



[du\ I [dUt\ , 
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et d'après la seconde des formules (i), 

(I.) , = «[«+-l-(^Ja'+^(g)«.+....]. 

On voit de cette manière que si a est assez petit pour 
que l'on puisse en négliger le produit par des termes de 
Tordre u, on a 

(12) 5=r^a. 

Considérons sur la ligne géodésique un point Ai infini- 
ment voisin de A; les tangentes en A, Ai aux sections dé- 
terminées dans la surface par les plans zOA^ zOAi seront 

respectivement avec OA et OAi les angles 90® — (75 ) ' 
90*^ — (-r^j — [ ri ds ) ^*>®^^'^°g'® forijié par ces tan- 
gentes sera — ( 1 | da. Cette dernière expression sera 

en même temps, en grandeur et en signe, aux termes du 
second ordre près, l'angle d'inflexion de la surface (*) 
correspondant à la direction AAi, c'est-à-dire l'angle formé 
par les tangentes à la surface en A , Ai comprises respecti- 
vement dans le plan normal à la tangente à la courbe en A, 
et dans le plan parallèle mené par le point A \ pour ce qui 
est relatif au signe, il suffit d'observer que cet angle doit 
être considéré comme positif ou négatif, selon que la tan- 
gente en Al est située au-dessous ou au-dessus du plan 
tangent par rapport à la convexité de la surface. On a 
donc, en désignant par D le rayon d'inflexion, 

^^ ^ D~" \dads)^ ds"" \doLdSj,a' 

116. Applicalion à la géodésie, — Les formules précé- 
dentes deviendront immédiatement applicables à la Terre, 

(•) Voyez mon Truittî de Cinématique pure, p. q/j/J. 
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en les transformant convenablement en coordonna géo* 
désiques. Nous nous bornerons à examiner les deux cas 
particuliers développés dans le second volume de la.il/ecY»- 
nique céleste de Laplace. 

Nous rappellerons que le zénith en un point de la sur- 
face du sphéroïde terrestre est Tintersecrion de la voûte 
céleste avec la normale en ce point de la surface. Le niéri^ 
dien céleste au même point est le plan déterminé par Taxe 
de la Terre et le zénith, ou encore le plan qui, passant 
par la première de ces droites, est parallèle à la normale 
au point considéré de la surface. 

La latitude en un point de la Terre est le complément 
de Tangle formé par la normale avec Taxe terrestre; on 
donne à ce dernier angle le nom de colatitude. 

La longitude d'un lieu est l'angle compris sous le mér 
ridien céleste correspondant et un méridien céleste fixe 
dans l'espace. 

La longitude et la latitude ou la colatitude sont les coor- 
données employées en géodésie, par le motif qu'elles sont 
celles qui se prêtent le mieux aux observations. 

i®*" Cas. — La tangente au point de départ d'une ligne 
géod^sique est parallèle au méridien céleste correspond 
dant, — Soient (Jig* 12) QQTinlersectîon du grand cercle 
QAQ' comprenant la tangente AT au point de départ A de 
la ligne géodésique, avec le méridien QA'Q' correspondant 
à ce point, dont le plan contiendrait la courbe si le sphé- 
roïde était de révolution ; PP' Taxe de la Terre; i, b'^ A' les 
projections respectives de B sur le plan QAQ', de ce même 
point et de A sur le méridcn; â\ Tangle AOA'5 ^' l'angle 
compris sous les rayons qui joignent les points B et A' au 
centre O; a'I'angle POb'] a, $ coutinueront à représenter 
l'angle AOB et l'auglc au centre correspondant à Bt. 

L'angle compris sous les plans drs grands cercles QAQ', 
QA'Q' étant de Tordre de m, l'un de ces grands cercles peut 
être considéré comme la projection de l'autre sur son plan. 
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Les formules (8), (9), (10) supposant seulement que ]a 
courbe sVloigne peu du plan j^Oj: de la^g'. 11, peuvent 
recevoir leur application relativement au plan QA'Q' et à 
la droite AP prise pour axe des x \ il suffira d^y remplacer 
a par a' et î par ^5 ^ devient alors la colatitude du point B, 
V l'angle compris sous les méridiens correspondants aux 
points A et B ou la différence de longitude de ces deux 
points, et xs Tangle formé par la tangente en B à la ligne 
géodésique avec le méridien correspondant. 

Les formules (8) donnent, en remarquant que a' — a est 
Taugle constant PO A', 





du 


La formale (9) devient 





^^* sin^^ sin^^ \d§' ) 

Les arcs it'= a[df — 5) et AA' étant proportionnels à 
leurs distances à QQ^, on aura 

(a) ^'— ^ = ^, sin (90°+ a) = f, cosa, 

et l'on pourra prendre [--ti) = ( 3^ ) ' 

En affecttat de Tindice i les dérivées partielles qui se 
rapportent au point A de la surface, la condition V = o 
relative à ce point donne 

et par suite 

,9-, V.i„t=_(i-) + (*)^.o..+,. 
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La foilmule (lo) devient 

(lOM CT=VC0SnI; — - = VC0S4' TT' 

aa a^ 

Supposons qae la difTérence de latitude des points A, B, 
égale à — a, aux termes du second ordre préîs, soit assez 
faible poucque Ton puisse en négliger le carré, l'équa- 
tion (a) donne 

dS' dS , ^ dS ^ 

D*après la formule de Taylor limitée aux termes du pre- 
mier ordre, et en remarquant que (;j-) =opourlepointA, 

et que Téqualion (5) donne ( •— ) = ( 3^ ) ' ^^ ^ 

da \da^J, \de)^ 

Les formules (9) et (10), eu égard à la valeur ((3) de ^,, 
donnent donc enfin 

I Vcos^j/ = a 

(14 ) ^ ou, aux termes du second degré près, 

( Vcos^^,= a, 

^i étant la colatitude du point A, 

On voit ainsi que par l'observation seule, et indépen- 
damment de la connaissance de la figure de la Terre, on 
peut déterminer la longitude des extrémités de l'arc me- 
suré; et si la valeur trouvée pour l'angle u est telle, qu'on 
ne puisse pas l'attribuer aux erreurs d'observation, on sera 
certain que la Terre n'est pas un sphéroïde de révolution. 
*L' équation (9'') donne, en remarquant que d est du 
second ordre en a, 
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ei Ton a encore les relations suivantes, en ayant égard aux 
formules (i3) et (i4)^ 

_- . , a s 

Vs,n+.= 5a = g, 

CT = -aCOlA|;, = gCOl^p,. 

L'observation de ^pj, cr, s permettra donc de déterminer — • 

La longueur de l'arc AB sera donnée par la seconde des 
formules (i), dans laquelle il faudra exprimer ol en fonc- 
tion des latitudes des deux extrémités de Tare. Or a est la 
diflérence des valeurs de ol correspondant aux deux points A 
et B; il vient donc, d'après la seconde formule (8'), 

ou 

-^■=[-(^").]r 

Le rayon de courbure de la ligne "géodésique au point A 
étant, d'après la formule (7), 



il vient 



'■=4-(.t),} 






et les mesures géodésiques donneront par cela même -• 

2* Cas. — La tangente au point de départ est normale 
au méridien correspondant. — Soient (Jig* i3) : 

ZPP' Taxe de la Terres 

PKP' le méridien céleste du point de départ A de la ligne 
géodésique, lequel est perpendiculaire au plan mené 
suivant la tangente AT en A et le point O; 

OKj:' rinlersection de ces deux plans*, 

y l'angle AOK qui est de Tordre de m ^ 
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X Tanglc POK qui ne diffère de la colautudèt{^i du point Â 
que d'une quantité du même ordre; 

OX, 0-z' les perpendiculaires à OZ et Oar'dans le plan 
du méridien; 

OY la perpendiculaire en O à ce dernier. 

Comme au numéro précédent, dont nous conserverons 
les autres notations, nous supposerons Taxe Ox dirigé sui- 
vant OA ; Oj sera la perpendiculaire à Ox dans le plan AOT 
auquel Oz sera lui-même normal. L'accélération, supposée 
transportée parallèlement à elle au point O, a pour com- 
posantes, en se rappelant que P et M sont du premier ordre, 

Rcos(a-f-y) — Psin(a4-7) 

= R(cosa — 7sina) — Psina suivant Ox', 

(a) ) Rsin(a-f-7)-{-Pcos(a-+-7) 

= R(sina -f- 7C0Sa) + Pcosa = Y. . . . suivant OT, 

R^ 4- M ; suivant Oz', 

et, par suite, 

f [Rcos(a4-7) — Psin(a-h7)] 

\ X sinX — (R^-f-M) cosX = X suivant OX, 

^ ^ \ [Rcos(a-f-7) — Psin(a-f-7)] 

( XcosX-t-(R^-hM)sinX=Z suivant OZ. 

Si Ton remarque que Taccéléralion totale est égale à R 
aux termes du second ordre près, que dans des termes du 
premier ordre on peut remplacer 1 par (j/j, il vient, en se 
reportant aux équations (4) j pour la colatitude ^ d'un 
point quelconque B de la courbe, 

cosç = — = cosa cosÀ — (7 — — I sma cos>{;i 

+ sin«cos^.(^^)+[^-(g)]sin.^,. 
d'où, pour a = o, 5 == o, 
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et enfio 

cos^f = cosa cosipi — sioacos^pi (7 — — 1 

"^[*~(S)]*'°+'-^ ""'*'•"''"(£).• 

Supposons que l'arc AB soît assez petit pour que l'on 
puisse en négliger le cube dans les termes indépendants de 
li, et le carré dans ceux qui dépendent de cette quantité: il 
vient, en remarquant que cos<{^ — cos(pt = — sîrnp,{tp — ^xf;,), 



^ — t];, = — . cotnpi -H a 



2 



\b-mhHm.\' 



expression dans laquelle il faudra remplacer y par sa valeur 
en fonction des coordonnées du point A, et que nous trou- 
verons plus loin. 

En continuant à appeler V l'angle formé par le méridien 
du point B avec celui PKP' du point A, on a 

_, Y R(sina + 7cnsa) + Pcosa 

taiicV= — = ^ > 

^ X R(cosa — 7sina)sini — Psina — (R^H-M)cos> 



sina -I- 7 cosa — ( ;7~ 1 cosa 



cosasm/ 



ïnl — (7 — — j siiin];, sin a — ( 5 — — j cos>|>, 
Comme pour a = o, on a V = o, il vient 



7 

et, par suite, 



a' / d'il \ 

(.6) ^—^' = 7'^'^'-'='[7ÛT3): 

Si Ton remarque que f j a la môme valeur dans le 
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cas actuel que dans le précédent, puisque pour passer de 
Tun à l'autre, aux environs du point A, il suffit de per- 
muter les variables a et J Tune dans Tautre, la formule (9") 
permet de transformer Téquation (16)' dans la suivante 

a* 

(16') -^ >|>, = — COtrj*,-*- CTCOtip,. 

L'angle a étant déterminé par la relarfon a = -» et l'ob- 

servation donnant ^, ipi, on voit que Ton a un autre moyen 
de déterminer Tangle tj. 

Si, pour Tangle V, on adopte le même mode d'approxi- 
mation que pour Tangle ip — ^^^ on trouve 

tangV ou V= ''-'"l^JJ 

( du\ 



sin+,-ro84..(^-j 



OU 



expression à laquelle on pourra ajouter pour plus d'exacti- 
tude le terme eu a', — ~ . , > relatif à l'hypothèse de 
' 3 sln^^, -"^ 

la Terre sphérîque. 

Proposons -nous maintenant de déterminer l'angle II que 

forme la tangente en B avec le méridien correspondant. 

Supposons pour cela que dans les formules (a) et [b) éu- 

blies plus haut, R, M, P, X, Y, Z représentent non plus 

des composantes de raccélération, mais celles de la vitesse. 

On a 

_ fin tin ^ , . da 

R = rt-— =n— -, P = fl(i-|-tt)--- = /i(i-h«i, 
fit dx tU 

d§ d8 



al (1% 
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Cl Ton voil facilement que 

„ i/Z»-h(XcosV-f-YsinV)» 

COSn= ^^ -, r ' 

Le siuus de V étant du premier ordre en a, il suffit de 
calculer Y en conservant les termes de cet ordre en a et u; 
ou peut d'ailleurs négliger M qui, pour le point A, est du 
second ordre. On a ainsi, Ui étant la valeur de u pour le 
point A) 

Z= — /i(i-f-ii,)acos> = — rtal cosnl;, — ( — j sin\p, |(i-f- «1), 

X=ZtangX = — fla sin^];, — \'T~} cos^^, 1 (i -f-Hi), 

Y=û(i-h«.), 

et, en substituant, 

Des équations (17) et (18) on tire, par l'élimination de 



fê).' 



sin>J*, ,,_ , . sin2>t>, 

s 2 



et les mesures géodésiques feront ainsi connaître le rayon 
de courbure p'' en A donné par 



F -h m} 



Soit (f Tangle formé avec le plan méridien par une section 
quelconque normale à la surface passant par le point A, p le 
rayon de courbure correspondant; on aura, d'après la 
théorie de la courbure des surfaces, 

a a , ^ ' . la . 

- = - ros'© -h -77 sin«p -f. — sinijj i-os®, 

p ' ? •t' 
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formule au moyen de laquelle on déterminera rorienlalion 
des deux sections principales de la surface. 

Nous nous bornerons à exposer ces recherches théoriques; 
pour l'application que Ton peut faire de ces formules aux 
résultats des mesures géodésiques, nous renverrons aux 
œuvres mêmes de Laplace, où sont discutées la majeure 
partie des mesures exécutées jusqu'à présent. Qu^il nous 
suffise de dire que ces mesures n'ont pas accusé de diffé- 
rences sensibles entre la forme de la Terre et l'ellipsoïde de 
révolution, ou que l'observation n'a pas donné de valeurs 
appréciables pour les angles que nous avons appelés V, tj, tt. 

En considérant un ellipsoïde de révolution peu aplati on 
est conduit pour la longueur de l'arc du méridien, le rayon 
de courbure, etc., à des expressions dont la recherche est 
trop simple pour trouver place ici. 
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CHAPITRE VI. 

DE LA FIGURE DES MASSES GAZEUSES QUI 
ENVIRONNENT LES CORPS CÉLESTES. 



§ I. Des ATMOSPHERES DES CORPS CÉLESTES. 

117. L'atmosphère d^un corps céleste est une masse ga- 
zeuse qui Tenvironne et qui s'appuie sur sa surface eu rai- 
son de Fattraction qu'il exerce sur les différents éléments 
de cette masse. ^ 

Les couches atmosphériques participent au mouvement 
de rotation de Tastre qu*elles recouvrent, en vertu des 
frottements qu'elles exercent les unes contre les autres, et 
contre la surface du corps, et qui, dès l'origine, ont du re- 
tarder les mouvements les plus rapides et accélérer les plus 
lents, jusqu'à ce qu'il y ait eu enire eux une parfaite égalité. 

La faible densité d'une atmosphère permet de négliger 
Tattraction mutuelle de ses propres molécules, et l'on peut 
de même faire abstraction de l'excentricité du sphéroïde 
qu'elle recouvre, et auquel nous supposerons par consé- 
quent la forme sphérique. 

Il*est clair qu'une atmosphère affecterait une forme per- 
manente, si ses différentes particules n'étaient sollicitées 
que par la force centrifuge et Tat traction du sphéroïde. Mais 
cette hypothèse, la seule étudiée par Laplace, n'est guère 
admissible que pour l'atmosphère solaire-, c'est pourquoi 
nous envisagerons, avec M. E. Roche à qui est due toute 
la substance de ce chapitre ('*'), la question à un point de 

( * ) Annales de l'Observaloire, t. V. — Mémoires de V Académie des Sciences 
de Montpellier, t. II et IV. — Nouvelles recherches sur la figure des atmosphères 
des corps célestes, i862. 
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vue plus général, en supposant la masse attirée par un 
astre qui en est fort éloigné, et dont le centre est situé dans 
le plan de Téquateur du sphéroïde. En dehors des cas par- 
ticuliers où l'attraction extérieure est négligeable, et où le 
mouvement du centre de gravité de l'astre extérieur se ré- 
duit à une rotation identique à celle du sphéroïde autour 
de son axe, cas pour lesquels l'atmosphère aura une forme 
permanente, la figure de là masse fluide subira des variations 
dues à l'action variable de l'astre extérieur et périodique 
avec elle ; mais alors nous nous proposerons de déterminer 
la figure d'équilibre de l'atmosphère qui conviendrait à 
chaque position du même astre. En supposant la rotation 
nulle, on se trouvera dans les conditions d'une comète ayant 
un simple mouvement de translation autour du Soleil. 

418. Équation générale des surfaces de niveau. — 
Soient (Ji§, i4) : 

M la masse du sphéroïde; 

n sa vitesse angulaire de rotation; 

O son centre de gravité; 

r la distance à ce centre d'une molécule m de son atmo- 
sphère ; 

Taiiglc formé par r avec l'axe de rotation Oz ; 

M' la niasse de l'astre extérieur dont le centre de gravilé, 
que nous désignerons par la même lettre, est situé sur 
une perpendiculaire Ox à O^ ; 

a la dislanceOM'; 

Oy la perpendiculaire en O au plan zOx\ 

^ l'angle formé avec Ox par la projection On de Oin sur 
le planj^Oj:; 

X, y^ z les coordonnées du point m. 

La partie du potentiel, due à l'attraction du s[)héroïdc et 
à la force centrifuge, est 



r 2 



DE* MÉCAUlQfJE CÉLESTE. 205 

L'accélération imprimée par M' au cenlre de gravité de M 

est —i si Ton veut apprécier les phénomènes qui se passent 

à la surface du sphéroïde, il faut concevoir qu'on lui im- 
prime, ainsi qu'à son atmosphère, une accélération transla- 

toire égale et contraire à — ? de manièreà ramener le point O 

au repos. Il suit de là que le point matériel m doit être con- 

M' M' 
sidéré comme possédant les deux accélérations ri o 

dirigées respectivement suivant Ox et wM', et par consé- 
quent la partie du potentiel résultant de Tatlraction de M'est 

M' M' 

— — — — ■""" ' JC, 

Cela posé, désignons par 5 Tangle mOx-^on a 
x=: reos^, 
et, en supposant - assez petit pour que 1 ou puisse en négli- 
ger les puissances supérieures à la seconde, 
I -1 

m M' ^ 

I r r cos «î / * ~\ 

= L\i^ -1^ -H — (3cos»(î— i) , 

tf L ^ ^^ J 

et, par suite, 

M' M'x M' M V2 , , 

On obtiendra Téquation générale des surfaces de niveau 
en faisant la somme des deux parties du potentiel que nous 
venons de trouver, et égalant le résultat obtenu à une 
constante arbitraire C, ce qui donne, en remarquant que 
(OS 5= sinôcostf/, 

1 (3 sm'O cos'4» — i) -f- 1 == C. 
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Soient : 

T la durée de la révolution de M' autour du point O ; 
t la durée d'une révolution de M autour de O-z. 

On a 





27r 


et, d'après la troisième loi de Kepler, 




47:'_M-HM' 


et, en posant 




(•) 


M T' 


il vient 




{^) 


/M-hM'\ 


et, pour l'équation 


des surfaces de niveau, 


(Z\ -r3si^«ôcos^ 


^ — 11 -4 ï- -+-*yfi-4-ttl r — 



Cette équation, exprimée en coordonnées rectangulaires, ou 

«' y/^qz^rqp^ '^ «^^ «« 

montre, conformément à ce que Ton devait prévoir, que 
les surfaces de niveau sont symétriques par rapport aux 
plans coordonnés, qu'elles ne deviennent de révolution 
autour de Oz que si M' n'existe pas ou que (x = oo , et au- 
tour de Ox que lorsqu'il n y a pas de rotation. • 

119. De la suif ace libre de V atmosphère. — L'atmo- 
sphère d'un corps céleste ne peut s'étendre indéfiniment, 
et doit être limitée par la surface au delà de laquelle les 
molécules cessent de peser sur le sphéroïde. L'équalion 
de cette surface s'obtiendra en égalant à zéro la composante 
suivant /' de la résullanle des forces qui sollicitent une 
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r/V 

molécule, ou la dérivée -7- du potentiel V, ou du premier 
membre de Téquation (3) 5 ou trouve ainsi 

(5) ~(3sin»0cos>4i-.i)— ^+7(i4.f*)îl^ = o, 

et Ton doit avoir pour tout point intérieur à cette surface, 
ou appartenant réellement à l'atmosphère, -r-<;o ou 

(6) l(3sin»9cos'4,-i)-^+7{n-p):^®<o. 

On s'assurera facilement que la surface limite est symé- 
trique par rapport aux plans coordonnés, et qu'elle est de 
révolution dans les mêmes conditions que les surfaces de 
niveau. 

En égalant à zéro les dérivées partielles -jr» — > pour 

obtenir les directions pour lesquelles r est un minimum, 
on trouve que ces directions sont celles des trois axes coor- 
donnés; les valeurs correspondantes de /• sont données par 

"^ — . . suivant Oxy 



2 -h 7(1 -h u) 



r'» = i- — • suivant Or, 

7(i-+.p)~i 

/."»r=: — ^a^ suivant Os. 

Ainsi la surface ne coupe pas Taxe O2, ni Taxe Oj si 
y (i4-|^)>i,et daus tous les cas le rayon minimum est 
dirigé suivant Oz. 

Il faut remarquer que, pour que - soit toujours une petite 



r 
a 

r 



fraction, il faut qu'il en soit de même de -- = Ç-- — :> 

condition qui sera toujours remplie dans les applications 
que nous ferons des formules précédentes, soit parce qucfi 
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est très-pelit pour les comètes, soit parce que 7 est très- 
graud quand il s'agit du Soleil. 

120. Discussion des surfaces de niueau intérieures à 
la surface limi/e, — L*équation (3) donne 

eir 3 cos*^I/ + 7 (i + fx) 

flfô tt r ^ , , , rsin'ô 

. V ; -^ -(3sin*9cos'Ap — i) — 7(H-fA) 7- 

(7) \ r^ a^^ ^ / # \ ^' fl» 

r* 
X -T sin 9 ces Ô dBy 
^ a* 

et comme le dénominateur est positif, d'après la condi- 
tion (6), ^ est |K)sitif. Ainsi le rayon vecteur augmente 

avec 9, quel que soit ^ ou Tazimut, en allant de Téqua- 
teur au pôle. L'axe des pôles est par suite le plus petit des 
trois axes. 



Si (p augmente de 9 à.-« restant consunt^ le dénomi- 
dr 



iiateur de -7- diminue et son numérateur augmente, par 



suite — diminue^ d'où il suit que Taxe dirigé vers le corps 

troublant est le plus grand. 

Tous les rayons étant iinis^ la surface est fermée, et, 
comme chacun d'eux est inférieur au rayon minimum de la 
surface limite, on a 

',8^ r< , \' = ou •_>2-f-7(i-ha>. 

i. tH]uation (3) p'ut so mettre sous la forme 

(3cosy -♦-•, ,i-f-ulsiu=0 — I 

tt ' 

ot ne donnc« )H)ur iliaquo \aU'ur de C. qu une seule valeiii 
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positive de r, si la condition (6) est remplie ou si 



r< 



^ V [3 cos' 



+ -i-7(ï H-fx)]sin2e — i' 



en d'autres termes, VatmospJière n'a quUtne seule Jigurc 
possible d'équilibre. Car si Téquation ci-dessus avait deux 
racines positives a, (3, la troisième étant — (a -H |3) serait, 
d'après Tinégalité précédente, inférieure en valeur abso- 
lue à 



V[3cos'^ 



.'^l/-+-7{l^-fA)]sin'ô — I 
Le produit des trois racines serait donc inférieur à 

[3 cos'aI* -h 7 (h- a)]sin'9 — i 

tandis qu'il devrait être égal à cette expression qui est le 
dernier terme de l'équation en r. Cette équation ne peut 
donc avoir qu'une seule racine positive. 

Soient R, R', R"les valeurs de /' correspondant^aux direc- 
tions Oxj Oj, Oz; on a 

R"<R'<R, 
et l'équation (3) donne 

_l-CR"-2ft = o, 

(9) { [i-7(H-p)l-^ + CR'~:ift = o, 

R=» 

d'où, par Télimination de C, 

, , R"=» raafl^ , J R" 2ua' 

('^) ■F-*-L"è--^^'"^^(^-^'^^jR---ir--o^ 
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A Taidc de ces équations, on peut faire voir que les couches 
de nii'eauy sensiblement sphériques vers le centre, vont en 
s^aplatissant vers les pôles, et en s'aUongeant dans la 
direction de V astre extérieur^ à mesure que Von s'éloigne 
do ce point. 

En effet, en posant 

Téquation (lo) donne 

(12) a = ^ — î-^^» 

d'où 

^^^ du ■" 3p» -f. 2/c. H- a -H 7 (iH- «)' 

et celte dérivée est positive puisque ^^ <^ 1 ; ainsi déjà ^, 
augmente avec R; dans le voisinage du centre, u étant très- 
grand, — est très-petit, et ^ reste sensiblement constant 

et égal à Funité. 

Posant 

R' 
R 
Téquation (11) donne 



^ ^ ' 2 — 2 M» 

d'où 

div 2 — 2iV 

</« .it ic 4. ji -4- Y ^1 4- p) 4- 3 [1 — 7 ■ 1 4- ft)] rt*^ 

Pour dcmonlix^r que cette dérivée est positive, il nous 
suffit d'examiner le cas où 1 — y (1 4- a) = o; la condition 
H ^ o exige que 

^7v* + f*) — >* 
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d'où il suit que 

2 w 4- 2 + 7 ( 1 + ft ) -h 3 [ I — 7 ( H- ft ) ] «•' 
est plus grand que 
21*4-2-4-7(1 — ft) — 3 [2-4-7 (n-fi)] = 2[a — 2 — 7(14- f*)], 

qui est une quantité positive en vertu de Tinégalîté (8). 

R R 

Ainsi donc ^ croît avec R, et on verrait, comme pour ^» 

que, vers le centre, ce rapport est sensiblement égal h 
Tunité. 

121. Discussion de la surface libre d^une atmosphère* 
— Nous appellerons surface libre de Tatlnosplière, la plus 
grande des surfaces de niveau fermées, celle qui atteint la 
surface limite. C'est à la surface libre que se termine l'at- 
mosphère quand elle s'étend aussi loin que possible, mais 
elle peut se terminer à une autre surface de niveau inté- 
rieure. 

Pour trouver la valeur de la constante C, qui correspond 
à la surface libre, il suflSt d'exprimer que son demi-grand 
axe R est égal au plus petit rayon de la surface limite (li9), 
ou que 

(i5) R = «v/ r ;• 

^ ^ V 24-7(i4-f*) 

Portant cette valeur dans la troisième des équations (9), 
on trouve * 



(.6) CR=3p ou C=3^^ ^"-^^j'-^^^ 

Pour calculer les rapports des axes 2R, 2R', 2R''de la 
surface libre, il suflSt de remplacer R' par la valeur ci-dessus 
dans les équations (12) et (i4) qui donnent 

(17) «»' 4- 3 [2 -h 7 (i 4- ft J] t' — 2 [2 -^ 7 (1 -f- fi)] = o, 

(18) [i-7(i4-p)](v34-3[2 4-7(i4-f*)]«'— 2[?.4-7(ï-+-fA)] = o 
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De la première on tire 

i^ étant înfëneur à Tunité, ces dérivées sont constamment 
positives, et i^ croît avec y et [x. Le minimum de i', corres- 
pondant à |[A =: o, y = o, est donné par Téquation 

p3 _j_ gp — 4 = *^> 

qui n'a qu'une seule racine réelle dont la valeur approchée 
est 0,626. Le maximum de t'ïqui a lieu pour /x= 00 ,y = oo, 

est -5 = 0,667, ^^ ^'^"^ ^^'^ ainsi que, dans tous les cas, 

R"' . 2 

— diffère peu de x» Lorsque fz et 7 seront donnés, on pourra 

toujours calculer le rapport i^ au moyen de l'équation (17), 
et il n'y aura pas d'incertitude, puisque celte équation a 
deux racines imaginaires et une racine réelle comprise entre 
0,626610,667. 

L'équation (18) donne 

(Iw y[(w'— i)2 ((;-!- 2 )p f/w _{i -+-|x)[(a'— !)'(«• -4- 2)J» 

et, comme tv <]i, les deux dérivées sont positives et w croit 
avec |UL et 7. Le minimum de -ti^, correspondant à |ui = o, 
y T= o, est donné par la même équation que celui de i^, et 
est approximativement égal à 0,626. Son maximum, cor- 
respondant à fx = 00 , y r= 00 , dépendra de l'équation 

( Cl' — 1)3 (ff H- 2)' = M""' — 2«' -+-2 = 0, 

ou sera égal à Tunité. Le rapjx)rt de Taxe moyen ne pourra 
donc varier qu'entre 0,626 et Tunilé, limites entre les- 
(|uelles se trouvera comprise l'unique racine réelle de l'équa- 
tion (i8) correspondant à des valenrs données de (x et 7, 
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si I — 7 (H- pt) > o 5 dans le cas contraire cette équation a 
une racine négative, une racine positive plus grande que i, 
et une autre racine comprise entre 0,626 et i, qui convien- 
dra seule à la question. 

L'équation (4) donne, en substituant à C sa valeur 

r^i relative à la surface libre, et en y remplaçant x par 

X + R, de manière à placer Forigine à Tun des sommets 
situés sur Oxj 

-*-7{H-f*) -, = -^" 

.11 est facile de s'assurer que, pour la nouvelle origine, les 
trois dérivées partielles du premier membre de cette équa- 
tion, que nous désignerons par F pour abréger, sont nulles; 
qu'il y a, par suite, en ce point une infinité de plans tan- 
gents dont l'équation de Tenveloppe est 

fd'F\ fd'F\ /d'F\ , 

d'où, en remplaçant F par sa valeur, 

{19) [3 + 7(i-Hp)]a'— 3[2 4-7(H-f*)]a:»-f-3/» = o, 

équation d'un cône du second degré qui est de révolution 
autour de Ox lorsque 7 = 0. En vertu de la symétrie, 
l'autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété. 

1 22. Des surfaces de nweau extérieures à la surface libre. 
— Examinons maintenant ce que deviennent les surfaces de 
niveau au delà de la surface libre. La troisième des équa- 

18 
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tîoos (9) donne 



c — 


ap H- [2 + 7(1 + («)] — 




dC 


R 

-2p-f-f4H-27(l + ^)J 


R» 


dK~ 


R» 


» 



et Ton voit que les surfaces de niveau qni conpeni l'axe Ox 
à des distances croissantes depuis R = o jusqu'à la va- 
leur (i5) correspondant à la surface libre, répondent elles- 
mêmes à des valeurs de C décroissantes depuis Tinfini jus- 
qu'à la valeur (16). 

En supposant que C aille encore en décroissant à partir de 
cette limite, on aura des surfaces de niveau extérieures à 
la surface libre, qui couperont la surface limite, mais qui 
ne rencontreront plus l'axe Ox^ puisque alors R devient 
imaginaire. Les courbes d'intersection de Tune de ces sur- 
faces de niveau avec la surface limite satisferont i la Gon- 
dition 



obtenue en retranchant de Téquation (3) Féquation (5) 
multipliée par r. 

Dillérentîant l'équation (3) par rapport à r, en laissant 
Qet^ constants, il vient 

— -= — (3sm*ôcos»>!» — i) Çh tl L- , 

et, en éliminant 6 et ^ au moyen de la même équatioo, 

dr r 

dC' 



Tant que cette dérivée aura une valeur finie, deux siufaces 
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consécutives, répondant aux valeurs C, C + rfC de la 
constante, différeront infiniment peu. Mais, dans le voisi- 
nage de la courbe suivant laquelle une surface de niveau 

dr 
traverse la surface libre, d'après la formule (a), ^ devient 

infini. 

En considérant la surface libre, puis la surface de ni- 
veau correspondant à une valeur un peu moindre de C, on 
reconnaîtra que cette dernière enveloppe la précédente, 
qu^elle en diffère infiniment peu jusque dans le voisinage 
de Taxe Oa:, mais qu'au lieu de couper cet axe comme la 
surface libre, elle s'arrête avant de l'atteindre, devient tan- 
gente aux rayons vecteurs partant du point O, et s'éloigne 
ensuite indéfiniment. 

123. Cas oà fji = oo. — uipplicalion à V atmosphère 
solaire. — Ce cas est celui de l'atmosphère du Soleil, attendu 
que Fattraction des planètes sur un point de cette atmosphère 
est négligeable par rapport à celle du noyau solaire, soit en 
raison de la petitesse relative de leurs masses^ soit par suite 
de leur éloignement de la masse qu'elles attirent. 

L'équation des surfaces de niveau devient, dans ce cas, 

-4--,A''sin«0 = C, 
r or 

et y est donné par 

a désignant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur 
sous l'équateur, à une distance du centre égale à l'unité. 

Les surfaces de niveau sont de révolution autour de l'axe 
de rotation du Soleil, ce qui est visible à priori. 

On trouve soit directement, soit en parlant des équa- 
tions (9), 

R^ _ R-- R^' _ oR^ 
K ""^^ R~"^"^~' 
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et l'aplatissement des couches de niveau croit ainsi avec la 
distance au centre. 

L'équation de la surface limite devient 

ar*sin^ô = i, 

et celle de la surface libre 

r 
dont les deux demi-axes ont pour longueurs 

R''=:|r, R'=R = «"^- 

L^équation (19) des lieux géométriques des plans tangents 
au sommet du grand axe de la surface libre devient 

et représente deux plans faisant entre eux un angle de 
I ao degrés. La surface étant de révolution, elle possède dans 
le plan de Véqualeur une arête saillante qui n^est autre 
chose que l'intersection de la portion fermée de la surface, 
avec ses deux nappes infinies. 

La section faite par un plan passant par l'axe du Soleil 
donne une figure analogue à \^Jlg. 1 5 dans laquelle L, L' re- 
présentent les deux nappes de la surface limite, S la surface 
libre, Sj une surface de niveau intérieure, S, une surface 
de niveau extérieure à S. Si, par suite d'une certaine in- 
fluence, le fluide atmosphérique enveloppant le Soleil dé- 
passe la surface libre, il s'écoulera dans le plan de Téqua- 
teur par l'ouverture que présentent, dans cette région, les 
surfaces de niveau Sj, y formera une sorte d'anneau cir- 
culant encore autour du Soleil, mais qui sera désormais 
indépendant de l'atmosphère. Cet effet se produira, par 
exemple, si le noyau solaire en se refroidissant éprouve une 
contraction, d'où une réduction dans le moment d'inertie 
et une augmentation dans la vitesse angulaire; car, a aug- 
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mentant et R diminuant, la surface libre se rétrécit en 
restant semblable à elle-même, et tout le fluide qui se trouve 
en dehors s'échappe ainsi qu'on vient de le dire. 

La matière qui nous réfléchit la lumière zodiacale ne peut 
pas être considérée comme faisant partie de Tatmosp^ère 
solaire, car elle aflecte la forme d'une lentille tr%8-aplatie 
dont l'arête vive se trouve dans le plan de l'équateur, tandis 
que, d'après ce que nous avons vu plus haut, le rapport du 
petit axe au grand axe de l'atmosphère solaire ne peut pas 

être inférieur à ? • D^autre part, les valeurs trouvées pour 

R, R" montrent que cette atmosphère ne peut pas s'étendre 
jusqu'à l'orbite d'une planète qui circulerait autour du 
Soleil dans un temps égal à celui de la rotation de eet astre, 
c'est-à-dire à a5 7 jours; elle est donc fort loin d'atteindre^ 
les orbes de Mercure et de Vénus, tandis que la lumière 
zodiacale s'étend beaucoup au delà. Il y a donc tout lieu de 
croire que le fluide zodiacal circule autour du Soleil sui- 
vant les mêmes lois que les planètes, et que c'est pour cette 
cause qu'il n'oppose qu^une résistance insensible à leurs 
mouvements. 

124, Cas où y = I. — Application à la Lune. — Ce 
cas est celui pour lequel le mouvement de rotation de l'at- 
mesphère s'exécute dans le même temps que celui de la 
révolution de Tasire extérieur, et l'atmosphère aura une 
figure permanente d'équilibre si a est constant comme nous 
le supposerons dorénavant. C'est ce qui aurait lieu notam- 
ment : 1® pour l'atmosphère lunaire, si elle existait, sou- 
mise à Faction perturbatrice de la Terre à laquelle elle 
présente toujours la même face ; 2^ pour une comète, dans 
le voisinage de son périhélie. 

On a, pour l'équation des surfaces de niveau, 

~{3sin»9cos»^p— 1)4-— H- ^ (H-p)sin'0 = C, 
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et pour celle de la surface limite, 

-^ (3sin«0cos»4» — i) — 4 + 4 (' + a)$WB = o. 

Les couches atmosphériques sont sensiblement sphërîques 
vers le centre, et à mesure que Ton s'en éloigne, elles vont 
en s^aplatissant aux pôles et en s^allongeant dans la direc- 
tion du corps extérieur. 

La formule (x6) donne pour la valeur de la constante C, 
correspondant à la surface libre, 

a 
et la formule (i5) pour son demi-grand axe, 

en négligeant la petite fraction fji devant trois unités. 
La masse de la Lune rapportée à celle de la Terre étant 

R=o,o6fl, 

soit environ ^ de a, et Ton voit ainsi qu'une atmosphère 

autour de la Lune ne pourrait pas s'étendre au delà de la 
cinquième partie de s»a distance à la Terre. 

Ou trouvera facilement, en supposant (x infiniment petit, 

R" ^.Q R' a 

d'où 

R= 1,567 R^ R'=i,o45R", 

et, pour Téquation du cône enveloppe des plans tangents 
aux sommets de la surface libre, 

4^' — 9^' -i- 3 j* = o. 
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Si le fluide atmosphérique se trouve en excès, on recon» 
naitra, en employant un raisonnement analogue à celui du 
numéro précédent, que l'écoulement aura lieu par les deux 
pointes opposées que présente la surface libre, suivant la 
direction de son grand axe. 

125. Cas où r atmosphère rCa pas de rotation , ou de 
y=o. — Nous supposerons de plus \j, très-petit, et nous 
nous trouverons dans les conditions d'une comète n'ayant 
qu un mouvement de translation rectiligne vers le Soleil. 

On a, pour l'équation des surfaces de niveau, 

^(3cos«5-i)4-^=C, 
et pour celle de la surface limite, 

^(3côs«* — i) — 4 = o- 

Ces surfaces qui sont de révolution autour de Ox ont un 
c&ne asymptote commun représenté par 

3cos*5 — 1 = 0, 
d'où 

^ = 54^*44' ou j» 4- 2^ = 20:». 

Enfin on trouve facilement, pour la surface libre, 

a 



B=VÎ 



d'on 



-+-^ 4 = 0. 

^ = 0,636, R=i,5g8R", 
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et enfin que le cône, lieu géométrique des tangentes aux 
extrémités de Taxe 2R est identique au cône asymptotique 
ci-dessus (voyez layîg. 16). 

126. jipplicatioll aux phénomènes cométaires, — Une 
comète, pendant une grande partie de son trajet, marche 
presque en ligne droite vers le Soleil, et décrit au contraire 
dans le voisinage du périhélie un arc sensiblement circu- 
laire* Dans Fun et l'autre cas, le demi-axe de la surface 
libre sera donné par (124 et 125) 



y 2-*-7 



•7 

y étant nul dans la première hypothèse et égal à l'unité 
dans la seconde. Il est probable que rallongement suivant 
la direction du Soleil tend à régler Torientation de la co- 
mète de manière qu'elle présente constamment la même 
face au Soleil, par assimilation avec ce qui a lieu pour la 
Lune, comme nous le verrous plus loin. 

Quand la comète s^approche du Soleil, son fluide atmo- 
sphérique, sous l'influence de la quantité de chaleur qu'il 
reçoit, se dilate progressivement, en même temps que les 
dimensions de la surface libre diminuent avec la distance 
au Soleil. Pour ces deux motifs, le fluide atmosphérique 
doit s'échapper sous la forme de gerbes ou de queues vers 
les sommets du grand axe. Après le passage au périhélie, 
a augmente; la seconde cause de la production des queues 
n'existant plus, elles ne subsistent qu'en raison de Taccu- 
mulation de la chaleur solaire et de la dilatation qui en 
résulte dans T atmosphère. 

D'après cette théorie, l'observation, au lieu d'accuser une 
seule queue à Topposé du Soleil, devrait constater l'exis- 
tence d'une seconde queue symétrique de la précédente, ou 
dirigée vers cet astre, ce qui ne paraît jamais s'être présenté. 
Il faut donc que le phénomène dépende d'autres causes que 
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de celle de la gravitation, et c'est ce qui a conduit M. Faye, 
au sujet de la comète Donati, à se demander si Ton ne 
pourrait pas se rendre compte des apparences par la con- 
sidération d'une force répulsive dont on attribuerait Tori- 
gine aux radiations solaires, et qui aurait pour effet de 
supprimer la seconde queue. C'est ce que nous allons main- 
tenant étudier avec M. Roche, sans entrer en discussion au 
point de vue métaphysique sur la cause qui produit cette 
force. 

§ II. — Des atmosphères cométaires daks l'hypothèse 
d'une forge répulsive. 

127. Dans ce qui suit, nous conserverons les notations 
du paragraphe précédent, en y supposant /i ou y = o. 
Nous admettrons que la force répulsive varie en raison in- 
verse du carré de la distance, qu'elle est proportionnelle 
aux masses, mais d'autant plus grande que la densité de la 
matière sur laquelle elle agit est plus faible; l'accélération 

qu'elle produit sur m peut donc se représenter par — , 

M'/ii 
(fig* 14)9 ? étant un facteur qui varie en sens inverse 
de la densité de la matière ci-dessus, et que l'on devra con- 
sidérer comme nul pour le noyau cométaire dont la den- 
sité est très-grande. 

Si la force répulsive agit avec la même intensité dans 
toute l'étendue de l'atmosphère, f est constant et le travail 

élémentaire — ■ ., dMm est une différentielle exacte : il 

n'en serait plus de même si cp variait avec r et d; mais 
alors le travail total des forces n'étant plus une fonction 
des coordonnées, il n'y aurait plus de surfaces de niveau 
et l'équilibre serait impossible; le problème proposé serait 
donc sans objet 5 c'est pourquoi nous supposerons doré- 
navant f constant. 
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128. Équation des surfaces de nweau et de la surface 
limite. — L'équation des surfaces de niveau sera 

ou 

, r M' M'jTl .M M'a: ^ 

et, en remplaçant le coefficient de (i — tp) par la valeur 
approchée que nous avons trouvée au n*^ 118, 

(.) (._,)g(3cos.J-0 + ^Ji-.^^ = C; 

d^où Ton déduit pour Féquation de la surface limite 

(2) (,-<p)il(3cos'*-i)-f,-î^ = o. 



et Ton aura pour les points de l'atmosphère intérieurs à 
cette surface 



(3) (.-?)5{3cos'^-i)-5-î^*<o. 



Les surfaces de niveau et la surface limite étant de révo- 
lution autour de Oor, la discussion devra uniquement por- 
ter sur une section méridienne qui sera si Ton veut celle 
que détermine le plan zOx. 

129. Discussion du méndien limite. — Supposons d'a- 
bord y <^ I, et soient [fig* 17) A', A les points où la courbe 
limite coupe Ox entre O cl le Soleil, et de l'autre côté 
du point O 5 7'= OA', ri= OA les valeurs de ;• déduites de 
Féquation (2) pour J = o, J = 7:5 on a 

V4) I 2(1 — y)r;-f-ç«r;-f*iï« = o, 

équations qui n'ont chacune qu'une racine positive et qui 
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donnent par soustraction 

ce quî exige que i^^r^ ou OA' > OA. 

On reconnaît facilement : x^ que ]a courbe a deux asymp* 

toies correspondant aux valeurs cos5=± --=: et qui se 
coupent en un point C, situé entre O et A^ déterminé par 

4(1—?) 

a^ que les rayons vecteurs parallèles à ces asymptotes ne 
rencontrent pas la branche de courbe qui passe par le 
point h! y mais qu'elles rencontrent l'autre branche. 

En faisant croître cp jusqu'à l'unité, C s'éloigne indéfi- 
niment dans la direction du Soleil, et la branche qui passe 
par A' disparait. 

Si 9 est assez petit pour que Ton puisse en négliger le 
carré ou le produit par fx, les équations (4) donnent ap* 
proxîmativement 



(5) 



'■-'sfl^'i' '.=Vê-ï- 



Dans le cas où (j>, n'étant plus très-petit, va en croissant 
sans atteindre Tunité, on voit sans peine que la racine po- 
sitive de la première équation (4) est supérieure à 

2(i-f)' 

quantité de Tordre a^ c'est-à-dire très-grande par rapport 
aux dimensions de F atmosphère corné taire. 

La racine positive de la seconde équation (4) est infé- 
rieure à a i /- et est très-sensiblement égale à cette limite 
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lorsque fi étant très-petit, 9 a une valeur sensible. Il suit 
de là que, (f augmentant, la branche passant par A' s'éloigne 
rapidement, et n'existe pour ainsi dire plus en raison de 
son grand éloignement pour une valeur finie de cp. Mais du 
côté opposé il existe une branche qui est la limite atmo- 
sphérique. 

Si y = I, Téq.uation (2) devient 

r'cosJ-4- f*fl'= o, 

et la courbe limite est formée d'une seule branche située à 
gauche de Oz, ayant cet axe pour asymptote et coupant Ox 
à la distance a y^. 

Lorsque 9^19 la branche limite de gauche subsiste 

seule, coupe Ox à la distance ai/^eiOz en deux points 
symétriques déterminés par 



■=Vfi- 



Si N est le point où la branche de gauche est coupée par 
le rayon défini par cos 5 = -=> on a 



ON 

et comme 

OA 






on voit que la droite AN reste parallèle à elle-même, quel 
que soit 9, 

130 Discussion des f ignés de niveau, — L^équation (i) 
peut se mettre sous la forme 

(6 ) (i — f ) r^ (3cos' S — i) — 2ç<ï/^ cos 5 H- afta» = Ca*r. 
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Supposons d'abord f très-petit et considérons les lignes de 
niveau qui passent par A et Â'. La constante C se déter- 
minera en substituant pour r dans l'équation (a), selon le 
cas, l'une ou Vautre des valeurs approchées (5), respecti- 
vement dans les suppositions d = tt, d = o, et Ton trouve 
ainsi 

|(i — <p)r^(3cos'^ — i) — a^/ïr^cos^-l-aptfl* 

pour lequation de la courbe qui passe par le point A, et 

|(i — ç)r*(3cos'i— i) — 29ûr'cos5-+-2f*û* 

pour Téquation de la courbe qui passe par le point A'. 

Des courbes représentées par les équations (7) et (8), la 
seconde est extérieure à la première ; en efFet deux courbes 
de niveau ne se coupent pas, et la seconde rencoutre O^ à 
une plus grande distance du point O \ car, eu supposant 

iz=zi^ etr=ro dans l'équation (7) et J=-et R = R0 

dans l'équation (8), et retranchant Tun de l'autre les ré- 
sultats obtenus, on trouve 

d'où Ro>''o- 

La forme de ces courbes se déduit des deux théorèmes 
suivants : 

i** Aux points de rencontre de la courbe limite a\fec 
une courbe de nii^eau, celle-ci est tangente au rajon 
vecteur. 
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Car si y =: C est réquatîon des courbes de aiveaii, on a 





rfV 


dr 


dS 


dS~' 


-dv* 



itr 

et comme on a -r- = o pour la courbe limite, -n est infini 
dr ^ ' ^ dS 

pour les points communs à ces deux lignes, ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 

a° Si Vun de ces points de rencontre est sur l'axe Ox, 
il y passe deux branches de la courbe de niveau, et la 
surface correspondante y affecte la forme conique. 

Car, pour 5 = o, 5 = tt, la dérivée par rapport à d du 

dy 
premier membre de Féquation (i) est nulle ou -rj = o, et, 

. dV dr . j • ' . 1 

comme on a aussi "^ = ^5 ;j^ ^st indéterminé et le point 

considéré est double ou multiple, 

U suit de là que la courbe de niveau {^g> i8) passant 
par le point A se partage en ce point en deux branches 
infinies et est fermée entre A et A'; que la courbe de ni- 
veau passant par A' se bifurque de la même manière en ce 
point, et s'ouvre à sa rencontre avec la courbe limite 
en F, F', où elle est tangente aux rayons vecteurs OF, OP. 

Les surfaces de niveau correspondant à ces deux courbes 
sont : l'une fermée, sauf au point A, c'est la vraie surface 
libre; l'autre se transforme, au point conique A', en une 
nappe illimitée, et s'entr'ouvie du côté opposé en F, F', 
pour s'étendre indéfiniment. Si ces deux surfaces ne sont 
pas trop éloignées l'une de l'autre, elles pourront contenir 
une couclie de niveau entretenue par la dilatation continue 
du fluide atmosphérique, qui s'écoulera d'une part dans 
la queue, par l'ouverture F, F', et de l'autre vers le Soleil, 
par le point A', où il se formera un jet secondaire ou 
aigrette. 
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Supposons maintenant que (fj étant toujours inférieur 
à l'unité, ^e soit plus très-petit; diaprés le numéro 
précédent» Téquation (6) doit être vérifiée par d=:7r, 

r= OA = ûi/-> et l'on trouve aussi pour la courbe de 
niveau passant par le point A : * 

(9) (' — f)r'(3cos'5 — l) — 2çar»cos^-+-2fA£ï»=:4aVv^. 

Cette courbe coupe Ox en un point déterminé par l'é- 
quation 

2 (i — (f) /^ — 2yaH — ^a^r^^ -H 2fAû*= o, 

dout Tune des deux racines positives est approximative^ 

ment -^ — , qui, étant très- grande, se rapporte à une 

brancbe de courbe fort éloignée, dont nous ne nous occu- 
perons pas; l'autre racine est, aux quantités près de 
Tordre fx, 

r=«y/^(^-i), 

et détermine le point 6 {fig^ 19)* En appelant D le grand 
axe OA -h OB, on a 



■>=v^- 



qui diminue quand f augmente. 

La courbe rencontre Os en un point C déterminé par la 
valeur approximative 



OC 



=ï\/î- 



Les tangentes au point double A sont données par 
cos*5 = ^> d'où S = ±: 54*^ 44'- Les courbes de niveau 
extérieures à la surface libre sont convexes du côté du 
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Soleil, s'ouvrent & la rencontre de la surface limite, ou 
elles sont tangentes aux rayons vecteurs émanant du point 0, 
de manière à donner naissance à une queue unique située à 
l'opposé du Soleil. 

On reconnaîtra sans peine que, tant que f est très-petit, 
les lignes de niveau ont des asymptotes parallèles à celle» 
des courbes limites ; maïs, dès que (f prend une valeur finie, 
les asymptotes sont très-éloignées, et Ton peut dire qu'elles 

n'existent plus ^ les droites correspondant à cos* ^ = « c^*^* 

tinuent à définir la direction des branches infinies. 
Si f = I , l'équation des courbes de niveau donne 



et, pour obtenir des courbes fermées, il faut prendre le signe 
supérieur du radical, puisqu'elles doivent couper les axes 
coordonnés, notamment O^, à des distances finies de l'ori- 
gine. Les intersections avec Ox sont données par 



r = -^ pour a = o, 

r= y—i- pour o = 7r. 

Cette dernière valeur sera réelle, si C*û* ^ i6/xa*5 les 
courbes fermées répondent donc à des valeurs de C décrois- 
santes depuis Finfini jusqu'à C = -tj-i_, et pour cette va- 
leur extrême on a 

ce qui caractérise la surface libre. 

Lorsque cp> i, on a également vers le point A une ou- 
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verture qui est unique, et qui peut donner naissance à une 
queue. 

En résumé, l'hypothèse d'une force répulsive très-petite 
suffît pour expliquer la formation d'une queue et d'une 
aigrette ; maîs^ dès qu'elle devient comparable à l'attraction 
due à la gravitation, Taigrette disparait, et il ne reste qu'une 
queue à l'opposîte du Soleil. Les figures géométriques résul- 
tant de la théorie exposée ci-dessus sont en quelque sorte 
les esquisses des formes observées, et cet accord est d'autant 
plus frappant que l'on a supposé l'atmosphère cométaire en 
équilibre, tandis qu'en réalité elle est en mouvement. 



'9 
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CHAPITRE VIL 

DES OSCILLATIONS DE LA MER 
ET DE L'ATMOSPHÈRE. 



§ I. — Équations générales des petites oscillatioiis 

DE LA MER. 

131. Sous raction du Soleil et de la Lune, la mer, en 
vertu de la difTérence des accélérations imprimées à cha- 
cune de ses molécules et au centre de la Terre, se met en 
mouvement relatif par rapport au noyau terrestre tournant 
autour de son axe, et sur lequel elle forme une couche dont 
Tépaisseur est une très-petite fraction de son rayon. Les 
oscillations résultant de ce mouvement, connues soos le 
nom dejlux et de reflux de la mer, quoique très-sensibles 
dans les ports de l'Océan, ont cependant, comparativement 
aux dimensions de la Terre, une très-faible amplitude, en 
raison même de la faible intensité des forces qui les pro- 
duisent. Le phénomène est d'ailleurs compliqué par l'in- 
fluence de l'inertie de la mer, des forces apparentes dans 
le mouvement relatif, de la variation de la pesanteur ré- 
sultant de la déformation variable de la figure de la couche 
liquide, des frottements, des pertes de force vive dues 
aux inégalités que présente le fond de la mer, ou aux 
changements brusques de section de la masse fluide lors 
de son passage dans les canaux qui font communiquer 
les ports avec la masse principale de l'Océan. C'est à ces 
pertes de force vive, dont il parait à peu près impossible de 
tenir compte dans les recherches analytiques sur les ma- 
rées, que l'on doit attribuer le retard sensiblement con- 
stant pour chaque port, de la marée sur le passage au 
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méridien de la Lune dont FinflueDce sur la production du 
phénomène est essentiellement prédominante sur celle du 
Soleil; on sait que ce retard a reçu le nom à^ établissement 
de port. Quant aux frottements, comme il s'agit ici de 
mouvements très-lents, on peut, par assimilation avec les 
résultats de nos observations sur les cours d'eau, admettre 
qu'ils sont proportionnels à la simple vitesse; mais on en 
fait généralement abstraction dans les recherches analy- 
tiques sur les marées, recherches qUi ne sont dès lors que 
de pures conceptions théoriques, ayant surtout pour objet 
de montrer Ténorme influence des résistances que Ton 
néglige. 

Malgré ces simplifications, le problème des marées pré- 
sente de très-grandes difficultés qui n'ont pu être surmon- 
tées que dans quelques cas particuliers, en se donnant à 
Tavance une loi de profondeur qui ne peut être celle de la 
nature, et en remarquant que la partie des oscillations dé- 
pendant de Tétat primitif de la mer a dû bientôt dispa- 
raître par suite des résistances que les eaux éprouvent dans 
leurs mouvements. De sorte que, sans l'action du Soleil et 
de la Lune^ la mer serait depuis longtemps parvenue à un 
état d'équilibre permanent dont ces deux astres tendent 
sans cesse à l'écarter. On n'a donc qu'à déterminer les oscil- 
lations qui en dépendent, conformément au principe sui- 
vant dû à Laplace : 

« Uétat dhin système de corps dans lequel les condi- 
tions initiales du mouvement ont disparu, par suite /les 
résistances dé\feloppées dans le mouvement, est périodique 
comme les forces qtù sollicitent le système. » 

i32. Équations des petites oscillations d'une couche 
fluide recouvrant un sphéroïde. 

Nous avons vu que les couches de niveau de la mer et de 
l'atmosphère, supposées uniquement soumises à l'action de 
la gravité et de la force centrifuge, sont des ellipsoïdes de 

'9- 
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révolulion, diOTéraiit de la sphère de très-petites quantités, 
de Tordre même du carré de la vitesse angulaire de la 
Terre autour de son axe. 

Les attractions du Soleil et de la Lune, quoique très- 
faibles, troublent à chaque instant cet équilibre, et déter- 
minent de petites oscillations dont nous nous proposons de 
trouver la loi. 
Soient [Jlg. 20) : 
O le centre de la Tefre; 
n la vitesse angulaire; 
d le complément de la latitude d'une molécule m d*une 

surface de niveau lors de l'équilibre; 

xs la longitude de m, comptée dans le sens de la rotation; 

g la pesanteur proprement dite, c'est-à-dire l'attraction 

de toute la masse de la Terre sur le point m : elle sera 

constante pour tous les points de chaque surface de 

niveau, si l'on néglige l'aplatissement dans le sens 

de l'axe de rotation \ 

p la densité de la couche de niveau considérée, celle de la 

Terre étant prise pour unité; 
p la pression correspondante; 
r le rayon moyen de la couche; 

r-f- Wo le rayon Om aboutissant à la molécule m de la 
couche de niveau lors de l'équilibre. 

Sous l'action combinée du Soleil et de la Lune, la molé- 
cule m subira lentement un déplacement mm'^ très-petit 
quel que soit le temps écoulé, et nous représenterons par 
IV — wo, M, i' ses projections suivant le prolongement du 
rayon, la méridienne en allant vers l'équateur de la sphère 
moyenne de la couche, et la tangente au parallèle de la 
même sphère, dans le sens de la rotation. Nous négligerODS 
les carrés de iv, m, u, ainsi que leurs produits entre eux 
ou par Wo. Dans cette hypothèse, les angles et u sont 
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devenus 

r rsinô 

comme il est facile de le reconnaître par une figure; la 
pression et la densité, s^il s*agit d^une couche gazeuse, ont 
varié, et ne sont plus nécessairement les mêmes en chaque 
point de la couche de niveau déformée. 

On trouve facilement, pour les composantes de la force 
centrifuge composée du point m arrivé en m' (*), 

2/ism9 -r suivant w^ 

dt 

(^dii . ^ d»'\ 
ces Ô — -h sm ô — j suivant v, 

3/2 cos9 — suivant /#. 

dt 

Les composantes pareilles, dues à l^inertie, sont respec- 

d^w d'^v d^u j ^ -1 • . 1 j 

tivement ? rr ' -^ -rr * Le travail virtuel de ces 

di* di^ dt^ 

forces, pour un déplacement élémentaire sur la surface 

de niveau déformée, sera, aux termes du second ordre 

près, le même que si m' se trouvait sur la sphère moyenne 

au point n où elle est percée par le rayon 0/w. Le travail 

virtuel élémentaire des composantes suivant ce rayon devra 

donc être considéré comme nul, et l'on a, pour la somme 

de travail des autres composantes, 

r f .du . ^ tliv\ r/'p"! . ^ , 

L \ dt dt ) dr} 

( ^du dUi\ ^^ 

-h 2/?cosO -— 1 rdQ, 

\ dt dt^ j 

Le travail virtuel de la pesanteur est 
— gdw, 

(*) Voyez mon Traité de Cinématique pure, n^s 151 et suivants. 



dt dt" ) ^ 
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celui de la force centrifuge 

= n^d ( — sin'ô H- rw sm*ô -f- ru sinO cos9 j \ 

il vient donc, diaprés les principes connus de Thydrodyna- 
mique, 

[I ,du . ^dw\ d^v'X . ^ , 
\ dt dt J dt^ J 

Ir^ , , \ dp' 

^ri^d f — sm*Ô-|- wsin*ô-hrasinÔco5Ôj -|-^V= --t-j 

p^ et p' étant la pression et la densité au point ni\ et V le 
potentiel dû aux attractions du Soleil et de la Lune, et à la 
modification apportée dans la valeur de la pesanteur par 
la déformation des couches de niveau. 

La petite longueur ivo peut être considérée comme ayant 
la même valeur pour le point m et celui de la surface de 
niveau situé sur Om! \ on a donc, pour ce dernier point, 

«'^(r'sin'ô-H/Wosin'ô-hmsinô cos0) — gdtVt = o, 

Si donc on représente par z l'élévation w — Wo de la 
molécule m dans son déplacement au-dessus de la surface 
de niveau, il vient, en retranchant membre à membre les 
deux équations ci-dessus, 

[[ ^du . ^dtv\ d'v'] . ^^ 
— 7.n (cosô — - 4- smÔ -— I 1 rsinÔ//o 
\ ^^ dt ) dt^ J 

A) j +^..cos0~~— )r^ô 

dp' 

— gdz -h n'rd{zs\n'Q) -h dV =: JL-- 

P 
Cette équation s'applique également aux oscillations de 
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la mer et de l'atmosphère ; mais il faudra y joindre l'équa- 
tion de continuité que nous établirons en étudiant spé^ 
cialement chacune de ces questions. 

133. Equations des petites oscillations^ de la mer. — 
Nous prendrons pour unité le rayon moyen de la surface 
d'équilibre de la mer. La profondeur de la mer, que nous 
désignerons par y au point m de la surface, étant très- 
petite, on pourra supposer que les déplacements éprouvés 
par les molécules situées sur un même rayon, lors de l'équi- 
libre, sont les mêmes. La formule (A) donne donc à la sur- 
face de la mer, en négligeant la force centrifuge qui est 
très-petite par rapport à g^ 



(a) . 



[/ du dw\ rfVl . 
— 2/1 (cosô-r — hsmô --- ) 7— I rsmô dzs 
\ dt dt ) dt^ J 

/ dv d^u\ 

\ dt dt"" ) ^ 



'8-h^V = o. 



La profondeur y^ en m' étant égale à la profondeur cor- 
respondant au même rayon lors de I équilibre, augmenté 

de xr, on a 

df d'i p 

t/ô dxs smô 

L^élément de surface sphérique — dcosQdzs^ relatif au 
point m, est devenu, en m\ 

dcos(Q-\-u) d l V \ , 

r/cosO dm \ smô/ 

£if(usinO) di> \ 



= — dcosQdjs ( I -h 



sin9£^9 sinBdxjj 



L'équation de continuité s'obtiendra en exprimant que 
cet élément multiplié par 71, représentant le volume du 
prisme élémentaire correspondant, est égal à — ydcosBdzSj 
ce qui conduit à 

d{yus\nQ) d.'^if 

sin9r/0 sin9^t7 
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Comme la profondeur y est très-petite, cette formule 
montre que z sera lui-même très-petit par rapport à u et (^, 
et négligeable dans le premier terme de Téquation («), 
qui, en vertu de l'indépendance des variations de 0,et cr, 
se décompose dans les suivantes : 

d^a ^dv dz dV 

—7-- 2/ICOS9 -r =— fi'-- -h — -j 

dt^ dt ^ dQ dB 



1! 
57 



P ^du i / dz dy\ 

- + 2.COSÔ~= — (^-g'^ + ^J. 



Enfin, en posant cos6 = fx, ces deux équations et la précé- 
dente deviennent 

d^u dif 1 . d . „. 

.d^v du \ d , _, 

d[;^us)i — p*) d.'^v I 

Pour obtenir la portion M" de V correspondant à l'excès 
spbéroïdal aqueux, on a (80), en supposant z développé 
en série de fonctions sphériques, 



4 
et remarquant que g = ^^> 



Z. o V^ 2v 



^'~4"p2^ = 3,p2 



2V -t- I 



Enfin, en désignant par \' la portion de V relative à l'at- 
traction des astres, il vient 
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Les équations (i) étant linéaires *en u, f^, z ou Zy et V, on 
voit que. 51 \' se compose de plusieurs parties ^ r oscillation 
totale s'obtiendra en faisant la somme des oscillations 
partielles résultant de chacun des termes de V considérés 
isolément et successii^ement» 

Pour tenir compte des frottements , on devrait ajouter 

respectivement ^';t-9 X;r ^^^ premiers membres des deux 

premières équations (1)9 ^ désignant une constante, ce qui 
n^altérera pas la forme linéaire de ces équations. 

D'après le principe énoncé au n® 434, il n'est pas néces- 
saire d'obtenir les intégrales générales des équations (i)) il 
sufBt d'y satisfaire pour chacun des termes de V. 

134. Calcul de V attraction des autres. -^ Soient M la 
masse de l'un de ces astres, à sa distance au centre de la 
Terre, ^ son ascension droite comptée à partir de l'équi* 
noxe du printemps, v le complément de sa déclinaison. En 
se reportant au n^ 118 et à \difig.\i^ on trouve, en laissant 
de côté les termes indépendants de 6 et cr, 

V'=|5(cos'^^_i). 

Or, un triangle sphérique donne 

cosMOm = cosôsinv +sin9cosv cos(;z/ -i- u — i]/), 

par suite 

i (i -h3co52 9) ( sin'v cos*v )? 

Ml V 2 / 

4^* i 3sin2Ôsin2vcos(«r-|-CT — \p), 

\ 3 sin^ô sinW cos2 («^ -f- cd — -vp), 

fonction qui n'est naturellement et évidemment qu'un cas 
particulier des fonctions sphériques Zj. 
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a, &, c, a! étant des fonctions de |x. La substitution de ces 
valeurs dans les équations (i) conduit a 

d{yb ^i — fjt') syc 

da' 






ic^'i^^nih}!.^:^ — g- 



Des deux dernières de ces équations on tire 

da' ings , 
h — » y 






En substituant ces valeurs dans la première des mêmes 
équations, et posant, pour abréger, 

y=: L_ 

on trouve 



7» 



(5) 






J«' 



On remarquera que si r- T" (* — f^*) ^' divisible 

par i* — 4 '^^ 1^*9 la valeur de a ne renfermera pas cette der- 
nière fonction en dénominateur. 

137. Examen du cas oiiy la profondeur delà mer étant 
supposée constante^ on ferait abstraction de la rotation 
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de la Terre. — On a 

Supposons que icos (it-f- cf -h f ) soit une fonction sphé- 
rique en v et tj d'indice v ; le terme correspondant de V 
aura pour facteur 



\ 2v + iy 



D'autre part, Téquation (5) du n^ 73 donne, en exprimant 
qu'elle est vérifiée par a cos (i£ -H 5CJ 4- Ç), 

d'où il suit que 
et par suite 



Cette valeur de a étant nulle avec A, z ne se composera que 
de fonctions de même ordre que celles qui se présentent 
dans le développement de l'attraction des astres (*)] en 
d'autres termes, si l'on désigne par Ay, /y, 5y, ^y les valeurs 
de A, i, Sj Ç correspondant au terme de l'ordre v, il vient, 



{*) Cette solution, comme on le voit, ne suppose pas que les astres atti- 
rants sont assez éloignés de la Terre pour que Ton puisse approximatire- 
ment s'arrêter aux termes du second ordre. 
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pour Tensemble des oscillations, 

wi v(v-h-i)^, ,. - 

§ II, — Des oscillations de la mer daks l^htpothese ou 

ELLE RECOUVRIRAIT COMPLÈTEMENT VJS ELLIPSOÏDE DE 
RÉVOLUTION PEU DIFFÉRENT d'uNE SPHERE. 

138. En désignant par leiq deux constantes, la surface 
d'équilibre de la mer étant elle-même un ellipsoïde de ré- 
volution peu différent d'une sphère^ y est de la forme 

7 = /(l — yp'); 

/ étant la profondeur à Téquateur, et Ton a 

139. Des oscillations de la première espèce. — On a 
5 = o, et les différents éléments de la question sont indé- 
pendants de xs. Supposons que a soit représenté par une 
somme finie de fonctions sphériques de rang pair^ et soit 

Pjv satisfaisant à l'équation (5) du n*^ 73, ou à celle du n*' 81 , 
La portion de a' relative à la pesanteur sera 

et la portion de a' relative à l'action des astres sera de la 
forme Pf 

Maintenant, au lieu de supposer que la constante q est 
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donnée, considérôns-Ia comme indéterminée, en assujettis- 
sant (136) les coefficients arbitraires des fonctions P à la 

condition que -^ (i — ft*) soit divisible par i— 4'**f**« 

On obtiendra une relation entre ces v -f- 1 coefficients : l'i- 
dentification des termes semblables des deux membres de 
l'équation (5) fournira v-+-i antres relations qui, avec la 
précédente, permettront de déterminer ^ et ces v «4- 1 coef- 
ficients. 

Soit Q[i*^ le terme de a ayant le plus fort exposant; le 

terme du degré le plus élevé dans — — • (i — /x*) sera 



i-^) 



2vpi2»'+»; 



api-ès la division, le coefficient du terme du degré le plus 
élevé qui est en fx**^* sera 






Enfin le coefficient de fx*** dans le second membre de l'équa- 
tion (5) sera 

^ ' \ 4^"+" V '^^ 

et, comme il doit être égal à Q, il en résulte 



L'identification des autres termes de Téquation (5), jointe 
à la condition de divisibilité par i ' — 4^^ y-* y f^i*^ connaître 
les coefficients inconnus de z, et par suite les oscillations 
dépendant du terme Arcos (it -+- f ) de l'attraction. 

Le rapport ■— de la force centrifuge h Téquateur à la 
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pesanteur n'étant qae -^j on voit qn^en prenant pour v 

un nombre tel que I3 ou i5, ^ sera assez petit pour pouvoir 
être négligé, et Ton aura approximativement la loi des 
oscillations de la mer dans le cas d'une profondeur con- 
stante. 

. Le terme de Y correspondant à la rétrogradation de la 
ligne des nœuds de la Lune, donnera pour c une grande 
valeur, en raison de la petitesse du coefficient i de t dans 
ce terme, et qui se trouve en dénominateur dans c. 

Nous n'aurons pas k tenir compte dans la suite de cette 
solution, puisque, au n" 133, nous avons donné les oscilla- 
tions de la première espèce, indépendamment de la loi de 
la profondeur de la mer. 

140. Des oscillations de la seconde espèce, — On a 
5 = I, et chaque terme de V est de la forme 



/f*V» — f*' cos (it -4- CI + î;), 
< étant peu différent de /i. Supposons que 



^^i — /x* P,y_, cos(/^H-tJ-f ^) étant une fonction sphé- 
rique de l'ordre av — a. On aura 

■,.= .v'7^.[r.(,-^)-HP,{,-'j)-H... 

Si, de même qu'au numéro précédent, on détermine ^ 
de manière ;i rendre 

7.n ua' da' , 
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divisible par t* — 4 'i*/^*» ^^ second membre de Tëquaiion (5) 
n^aura plus de dénominateur ; car, en posant 



on reconnaitra sans peine que la somme des termes du 
second membre renfermant \/i — a* en dénominateur sera 

On verra d'ailleurs, comme plus haut, que Ton aura le 
nombre voulu d équations pour déterminer q et les con- 
stantes arbitraires des fonctions P. 



Soit Qpt***"* V'^* — f^* le terme de a du degré le plus élevé 
en /x; le terme correspondant de a' est 



Q('-4^)f*"-^— f^^ 



et l'on trouve, pour le terme semblable du second membre 
de l'équation (5), 






;)(.-:i,^).'-^^'. 



et, en IVgalant au terme correspondant de «, on obtient 



*(-î^)i- + -7) 



En supposant / = 72, q sera indépendant des différents 
termes du développement de V, condition indispensable 
pour que la loi de profondeur obtenue soit admissible. 

Si Ton prend v assez grand pour que t soit négligeable 

vis-à-vis de av'-h v, on retombe sur la même loi de pro- 
fondeur qu'au numéro précédent. 

ao 
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141 . De la différence entre les deux marées d^un même 
jour. — Sî nous supposons i = /i, v = a, on a 

^ /i'(i~4p') 

«=P,pv^ii7s «'=[^^,_^^p,-.£J^/rir;?, 

et, en substituant ces valeurs dans l'ëquaiion (5), on 
trouve 

P^___£M__ 

et, pour le terme correspondant de z, 

1 1gk fA^i — fx'cos (zV -+- cj4- Ç) 

La somme des termes Al cos (H + 17 + (f) étant le dévelop- 
pement de V, qui a ici pour valeur 

3M 

— ^ sin V cos V cos [nt -^ w — ij/ ), 

il Vient, pour la valeur totale de js, relative aux oscillations 
de la seconde espèce, 

6 M /^sinôcosOsin V cosv cos (nt-^ zs — 4*1 

quelle que soit la valeur de la constante ^, et les oscillations 
seront nulles si </ = o ou si la profondeur est constante. 

La différence entre les deux marées d'un même jour dé- 
pend des oscillations de la seconde espèce. En effet, selon 
que M passe au méridien supérieur du lieu ou au méridien 
inférieur, on a 

«^ -h cj — \j; •= o ou «r -h CI — -^ = 1 8o**. 
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Pour ces valeurs l'excès d'une marée sur l'autre est 

laM /<7SÎnôrosô sinvcosv 



,lg,(,-Uyn^ 



L'observation montre que cette ditlérence est très^petite 

ou que Iq est très-petit par rapport à —9 ou encore que la 

profondeur de la mer est sensiblement constante. Le déno- 
minateur de la fraction précédente étant alors négatif, si, 
comme paraît l'indiquer l'observation, la marée due au 
passage supérieur de l'astre l'emporte sur l'autre, Iq sera 
négatif, et la mer serait plus profonde aux pôles qu'à l'é- 
quateur. Il ne faut pas perdre de vue que cette conséquence 
suppose que la mer recouvre un ellipsoïde de révolution, 
ce qui n'est pas le cas de la nature. 
De la valeur de Po ou de a on déduit facilement 

nH I ; 

T^^^ — ^ —k 

et, par suite, 

3M sin V cos V ces (nt -{-xs — >I» ) 

3 M cosôsinvcosv 



a/g^h — ^pj~/ï^ 



Telle est la solution complète du problème des marées 
de la seconde espèce, lorsque l'on prend la forme ellipsoï- 
dale pour la surface du noyau terrestre. 

20. 



3o8 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

142. Des oscillations de la troisième espèce. — Dans 
ce cas, 5=2; sait 

fl = (i — fx»)(P.-4- P,-f-. . .-4- Piv-a), 

(i — pt*) Pjy_t cos (A+ 2c> 4- (^) étant une fonction sphé- 
rîque de rordre 2V — 2. On a 

^=„_,,[p.(,_^)....^.„_,(,_jjj_)_i]. 

Continuons à considérer ^ comme une inconnue et expri* 

mons que ^-^ (i — /x*) — est divisible par î* — 4^**/**) 

on aura, comme plus haut, par Tidentification des termes 
des mêmes puissances de ^l dans les deux membres de Fé- 
quation (5), le nombre voulu d'équations pour détermi- 
ner q et les arbitraires de fonctions P. Le dénominateur 
(i — /JL*) disparaît du second membre de la même équation; 
car, en posant 

«'=:(l-f.')F, 

on trouve que l'ensemble des termes alïectés de ce dénomi- 
nateur équivaut à 4 (i — l^^)§y'^ 9^^ ^^^ bien divisible 
par(i — fx«). 

Soit Qfji*'''""* lo terme du degré le plus élevé en fx de Pjy»î; 
le terme correspondant de a' sera 

et celui du second membre de Téqualion (5) 

en égalant celle valeur à <J(i — |!ji*) /x*""*, et remarquant 
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que -7- est sensiblement égal à Tunîté, on trouve 

in'* 
7 = 



et Ton pourra déterminer pour cette loi de profondeur les 
oscillations de la troisième espèce. 

Cette valeur de q est identique à celle que nous avons 
trouvée au n*^ 140 en étudiant les oscillations de la seconde 
espèce. 

143. Loi des oscillations dé la troisième espèce dans 
Vhypothèse d^une profondeur constante* — Nous avons 
vu (140) que, pour satisfaire aux observations, il faut sup- 
poser que la profondeur de la mer est à peu près constante, 
ce qui revient à admettre que le noyau est sensiblement 
sphéri que. Dans ce qui suit, nous supposerons la profondeur 
constante, et de plus que A, y, ^ varient avec assez de len- 
teur relativement kiint pour qu'on puisse les traiter comme 
constants. Enfin, nous négligerons le rapport p de la den- 
sité de la mer à celle de la Terre, qui aÏÏecte de ^ au plus 

le premier terme du développement de a\ et d'une fraction 
plus faible qui va en diminuant pour les autres termes. 
Si l'on fait 

z=z a COS2 (nt 4- cr — 4')' 
on a 

3M ,, , 

a: =. a — . , ( i — y}) cos* v . 

En posant 

I — (ii' = sin'ô = x% 
et remarquant que 

/ 

7=7-77 :T» /=2/î, f=:2, 

4/i>(i — fz) 

l'équation (5) donne, 

(C-a da { , ^ iri^ \ 6M 

' da^ d.r. \ fg / ^'g 



3lO TaAlTÉ ÉLÉMEUTAIRE 

Supposons que a soit développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes paires de x, 
et soit 

fl = A,a:»H~A2X«-hAsar«-f-...-HAvJ:'''»-f-Ay+,a:>«-»-4-Ay+,j:>'a-«-<+... 

ce développement. En le substituant dans Téquation pré- 
cédente, on trouve 

3M , 
Al = 2-— co8*v 

et 

Av+1 _ Ig 



Ay4.i 

pour v^i. 

Ce dernier rapport peut donc se développer en fraction 
continue, et l'on trouve ainsi 

2/1* 

Av , ^ _42î (v'+3v) ^__ 

Il suit de là que a sera de la forme 

3M 

fl = A, a:»F (j?) = -T-T- cos' v . a:» F (r), 

F [x) représentant une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de x^ mais dont les coefficients sont in- 
dépendants de V. 

En supposant v = i et successivement 

2W* 2/ï' ^ 2«* 5 

-- — = 20, -7— = 5, -7— = — » 

IS ' Ig ' ig ^ 

ce qui correspond aux profondeurs 

2090 722,5 3oi,25 
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par rapport au rayon terrestre, le rapport — de la force 

centrifuge à la pesanteur à . Téquateur étant pris égal 

à -rr-» on trouve pour les trois hypothèses : 
209 

F(x) = 1,0000 H- 20,1862^:^-4- io,ii64j'* — i3,io47^ 

— i5,4488x' — 7,456ia:'* — 2,1975a:*» — o,45oi «'* 

— 0,0687;!:" — 0,0082a:'* — 0,0008 j:»* — 0,000 ia:*% 

Y[x) = 1,000 + 6,1 960a:' -f- 3,2474'2p*H- o>7238j:« 
-H 0,0919a:* H- 0,0076a;** -H 0,ooo4a:'% 

Y[x) =ri,oooo4-o,75o4**H-o,i566x<+o,oi574j;*+o,ooo9a:*. 

Si Ton réunit les oscillations de la première et de la 
troisième espèce, les oscillations de la seconde étant 
nulles (140) dans l'hypothèse actuelle, on devra (135) em- 
ployer la formule 



5= 7 (sin^v cos'v 1 (H-3cos2Ô)-f-flcos2(/t/-f-cf — 



*). 



Soit m la vitesse angulaire sidérale moyenne du Soleil ; 
on a pour cet astre, en supposant son mouvement circu- 
laire. 



d'où 



Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que 
nous avons pris pour unité; en choisissant maintenant 
le mètre pour unité, il faut multiplier la valeur précédente 
par le nombre de mètres que renferme ce rayon ou par 
6366 200 mètres, ce qui donne 

^ = oM23.6. 
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289.(366, 
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Le rapport de la masse de la Lune, divisée par le cube 
de sa distance moyenne à la Terre^ à la masse du Soleil 
divisée par le cube de sa moyenne distance à la Terre, 
élant égal à 3, on a, en accentuant les lettres pour la Lune, 

/-^f = 3xo-i23i6. 

On déduit de In, pour roscillation totale due à l'action com- 
binée du Soleil et de la Lune, 

X ( sîn' V cos^ V -H 3 sin*v' cos'v' ) 

-f- 0*",I23l6[cOsW.COSa(/ïr-|-tJ— ;];) 

-h 3 cos'v' ces 2 (/ir -ho — 4* )1^'^W* 

Supposons que le Soleil ou la Lune soient en opposition 
ou en conjonction dans le plan de Téquateur, la haute et 
la basse mer répondant à 

^^-^^''-^*=i.8oo, 

ot roYcnons aux exemples numériques étudiés plus haut. 

Pour / .= —, — > la dîflérence des deux mersà Féquateur est 
aîx>o ^ 

de j'^^S.J, et Ton reconnaît que, entre Téquateur et le 
iS** dogiv où la dillorence des deux mers est nulle, la 
haute mer a lieu lorsque les deux astres sont à l'horizoD, 
et U Kisse mer lorsqu'ils passent au méridien, d'où résulte 
ix^ lAÎt singulier, que la mer s'abaisse sous les astres qui 
Tattinont* Du iS* dc^ré au pôle, la haute mer se produit 
loi^ du passAî^e au mêrivîien. 

l\nir y r* V i-= :^^: r* la haute mer a toujours 

lieu lors vhi jvassâce au méridien, e: la différence des deux 
iuei> M>us l\>qMAteur est do i i^^oS dans le premier cas, et 
de i*,\>i^d*a> le stxwud. 
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Si la profondeur de la mer augmente, z diminue jusqu'à 
la limite correspondant k l = co , et pour laquelle 

3M , 3M' , , 

on trouve alors que la différence des deux mers à l'équa- 
teur, lorsque les deux astres sont en conjonction dans ce 
plan, est égale à 0^,985*28, ce qui est une limite inférieure. 
La valeur ci-dessus de a n'étant autre chose que celle 
qui conviendrait au cas où la mer prendrait à chaque in- 
stant sa forme d'équilibre, nous sommes naturellement 
conduit à étudier directement cette question, sans aucune 
des conditions restrictives établies au commencement de 
ce numéro, et en tenant compte simultanément des trois 
espèces d'oscillations. 

144. Forme d'équilibre que prendrait la mer sous 
faction du Soleil et de la Lune, — Dans ce cas, on a 

or, la portion de V dépendant de l'action des astres est une 
fonction sphérique du second ordre, comme Z^; l'autre 
portion, relative à l'excès sphéroïdal, est 



p (z.-i-|z,+...y 



d'où il suit que z doit se réduire à Zt, et que la forme 
d'équilibre est à chaque instant un ellipsoïde. On trouve 
ainsi 



?=• 



^^' 



-7 ;r— r T ( sin^v cosv' 1(14- 3cos2Ô) 



-7COs'vsin'ôcos2{«r-f-ij — 1{/) 
3sinvcosysin0co$0cos(/?r-}- sr — 4^) 
- les mêmes termes relatifs à la Lunt* X 3 J • 
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Si le Soleil et la Lune sont en conjonction avec la même 
déclinaison, l'excès de la haute mer relative à raidi sur la 
basse mer qui la suit est 

6M 

- sin^ôcos'v (i + 2 tangv cotO), 



^'S 



(-Ï) 



et l'excès de la haute mer relative à minait sur la basse 
mer, 

-. 5— --sîn»0co5'v(i — atangvcotG). 

r ^ .j 1 I -4- 2tangvcorO 

Le rapport de ces excès, 9 serait environ 

' "^ I — 2tangvcotO 

égal à 8 pour v = 23° et 6 = 48° a3' 22", colatitude cor- 
respondant à Brest. Or, l'observation indiquant que ce rap- 
port est très-voisin de Tunité, on voit que l'hypothèse ac- 
tuelle est inadmissible et qu'il est important de tenir compte 
de l'inertie de la masse fluide, de la rotation de la Terre et 
du mouvement des astres attirants. 

§ m. — Lois GÉNÉBÀLES DES MAIUÊES. 

145. En supposant que le noyau terrestre soît un ellip- 
soïde de révolution, nous venons de voir que la marée 
aurait lieu précisément à T instant du passage de l'astre con- 
sidéré au méridien du lieu, ce qui est contraire à la réalité. 
Il nous reste maintenant à voir quelle influence peuvent 
avoir sur le retard des marées les variations de la profoii- 
,deur de la mer en longitude et en latitude, indépendam- 
ment des résistances que nous avons négligées et qu'il est 
impossible de soumettre au calcul. 

Nous n'avons pas à revenir sur les oscillations de la pre- 
mière espèce, que nous avons déterminées au n° 135, quelle 
que soit la profondeur de la mer. - 

Concevons que la portion de V relative à l'attraction des 
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astres soit développée en une série de cosinus d'arcs mul- 
tiples du temps, et soit it l'un de ces arcs. On satisfera aux 
équations (i) en posant 

« = F CCS it 4- sin ît^ 

gz^y=iW cosU + G' sip lY, 
(6) { . ^ 

p == F cos// -f- Qsin /r, 

F, G, F', G', H, K, P, Q étant des fonctions inconnues 
de (X et cr. 

La substitution de ces valeurs dans les mêmes équations, 
par réliminalion de H, K, P, Q, donne 

F= ir-T^Tz. V-— — 






d-f dr 

dF* dm d& 



du d\t. (i--pt')(i2— .4/|2pt») 

I dm dO' in [i^^^n^ii,^) dO' 
4« ■ » ' Il — i» «— - I »■■ • ■ , 

P — 4^*'^^ ^/* * ^p ^''^ 

et une autre équation qui se déduit de cette dernière, en y 
changeant F en G, F en G', et réciproquement, et les 

on 

signes des termes en -r- Pour avoir une solution complète 

du problème, il faudrait remplacer F' et G' par la somme 
des valeurs correspondantes relatives à l'action des astres, 
et de l'attraction de la couche aqueuse. Cette dernière dé- 
pend, comme on le sait, des développements de F et G en 
fonctions sphériques de zs et fz, et que l'on déterminerait 
par Fidentification des termes semblables, si le calcul ne 
présentait pas des difficultés insurmontables. 

146, Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations 
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de la seconde espèce sont nulles pour toute la Ten:e. — 
On a par hypothèse F = o, G = o, et, d'après le u® 134, 
F' et G' sont de la forme 



N étant une fonction du temps indépendante de vs et de fx. 
La substitution de ces valeurs dans les équations du numéro 
précédent conduit à 

/ -d'i usiner dy 

o==cosf7i/i — f* -7^ 4- '-r^* 

dit. ^/ 1 — p» du 

i ; '^V ficoscT di 

^'f*- V^i— f*' dm 
d'où 

afjt au 

Zey oscillations de la seconde espèce ne pourraient donc 
disparaître pour toute la Terre que si la profondeur de 
la Terre était uniforme^ résultat déjà vérifié au n** 141, 
dans un cas particulier. 

147. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations 
de la troisième espèce sont nulles pour toute la Terre, — 
On a F = o, G = o, /= 2«, et (135) P, G' sont de la 
forme 

F' = N(i — /uL')cos2tj, G' = — N(i — fx^)sin2CT, 

N étant une fonction de t indépendante de ^l et de u. Les 
équations du n^ 14S deviennent 

dy . 
(I -h fi') -r- sin2CT 
^vcos^cj p.dy dut 
O = -^ — -4- ^-—^ COS7.U H ; y 

dy 

(i -4- ?a') -r- ces 2 a 
27 sm 2 CI iidy . \ r / ^j^ 

o = S ^4.C_£sin2cT , 

\ — l»} d^t 2 (i — p') 
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d'où 



et 



df 27 ad'i 

- i = 0, O = ^ + î~-i 

t/CT 1 — y} dyL 

7 = A f—-, 

A étant une constante arbitraire. Pour jx = o, 7 devenant 
infini, il ny a aucune loi admissible de prof ondeur qui 
puisse rendre nulles pour toute la Terre les oscillations 
de la troisième espèce, 

148. Expression de la surélévation de la mer dans 
chaque port. — Pour les oscillations de la seconde espèce, 
on pourra remplacer dans les formules (6) sini et cosi par 

M IVf 

-jsînv cosv sin (nt — ^) et — sînvcosvcos (nf — ^); car, 

par la substitution dans les équations (i), la différentiatlon 
des facteurs en v ne donnera que des termes du même 
ordre de grandeur que la vitesse angulaire de l'astre con- 
sidéré, négligeables par rapport à ceux qui proviennent de 
la ditlërentiation des sinus et cosinus de nt — (J; 5 cela 
revient à considérer v comme constant, et il disparaîtra de 

M 
même que — des équations (i). Il suit de là que, si l'on 

néglige la variation de xp comme celle de v, la portion de z 

relative aux oscillations de la seconde espèce sera de la 

forme 

AM . , , ^, 

—j-sinv cosv ces (/ir-f- cr — \p — 5), 

A et 6 étant des fonctions de fiy t7, dépendant uniquement 
de n et de la loi de la profondeur de la raeri En appliquant 
le même raisonnement aux oscillations de la troisième 
espèce, désignant par B et A des fonctions analogues à A 
«t 6, et tenant compte simultanément des attractions du 
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Soleil et de la Lune, îl vient 



'-[5 



sinvcosvcos {nt-hts — "^ — 6) 
H — ^ sinv'cosv'cos (/tr-h o — Y — 6)1 

-H- B I — (•os'vcos2(/î^-H cr — >J» — X) 

H- — cos'v'cos2(/?r-|- tar — ^ — \) U 

expression à laquelle il conviendrait d'ajouter les termes 
relatifs aux oscillations de la première espèce. 

D'après cette formule, on voit que Finstant da maximum 
ou du minimum d'une oscillation peut être différent de celui 
du passage au méridien de l'astre qui la produit, ce qui est 
conforme à l'observation ; mais le maximum et le minimum 
des oscillations d'une même espèce suivraient d'un même 
intervalle les passages de leurs astres respectifs, ce qui n'a 
pas lieu. Il faut donc supposer que X et 6 ont des valeurs 
différentes ï! et 6' pour la Lune. L'hypothèse la plus simple 
que l'on puisse faire sur la loi de variation de ces con- 
stantes consiste à supposer qu'elles varient proportionnel- 
lement à la vitesse angulaire de l'astre. En désignant par y 
et T deux constantes pour le port considéré, par m, mf les 
vitesses angulaires du Soleil et de la Lune, nous poserons 

> = 7-.(,w — /F)T, 
X'= 7 -(;.,'- ,i)T, 

les constantes y et T ne paraissant dépendre que des iné- 
galités du fond de la mer et de la plage. Nous pourrons 
admettre qu'elles ont la même valeur pour les oscillations 
de la seconde espèce, ce qui revient à supposer que 

ê~>, 6'=:V. 
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Le coeflScient 6 ne parait pas devoir être le même pour 
le Soleil et la Lune, et, en admettant quHl varie suivant la 
même loi que X, nous aurons 

B = P(i — 2mQ), 
B'=P(i — am'Q), 

P et Q étant des constantes pour un même port. Les 
oscillations de la seconde espèce étant beaucoup moins 
sensibles que celles de la troisième, on peut y négliger le 
terme équivalent à amPQ ou am'PQ, qui est déjà très- 
petit, ce qui revient à supposer que A a la même valeur 
pour les deux astres. 

Cela posé, la formule (7), en tenant compte des oscilla- 
tions de la première espèce, deviendra 

(i-f-3cos20)rM, o . , X M', ' . ,1 

[M M' ~\ 

-^8invcosvcQ$(/i/+i5— >j»— ^)-i--r3sinv'cosv'cos(/if+ij — ^ — ^0 

— aPQj m — cos'vco82(/î/-hCT— 4 — X)-^/w' — cos*v'cos2(/t/^-Hïr-^i|/'— V 

-hPJ — cos^vcos2(/i^-|-w — ip-~>)4--7jcos»v'cos2(/jf+iar— 4»'— V) • 

Dans le second et le quatrième terme, on devra substituer 
à X et X' leurs valeurs ci-dessus, et tout simplement y dans 
le troisième, en remarquant que le produit PQxT, dont 
les deux facteurs sont très-petits, est négligeable. 

Laplace a discuté avec beaucoup de soin cette formule 
empirique, et a montré qu'elle s'accorde très-bien avec les 
faits observés. Mais comme cette discussion n'a rien d'in- 
téressant au point de vue théorique, nous ne nous en occu- 
perons pas et nous renverrons, pour cet objet^ aux œuvres 
mêmes de cet illustre savant. 
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§ IV. — Des oscillatio]ns de l'atmosphère. 

149. Loi des pressions dans V atmosphère supposée en 
équilibre, ^— Si l'on fait abstraction de la variation de la 
température de Taîr à différentes latitudes et altitudes, on 
a entre la pression p et la densité p la relation 

F = ^S?^ 

g étant la pesanteur à l'équateur par exemple, et / une 
constante. Cette relation, déduite de la loi de Mariotte, 
donne à Tatmosphère une hauteur infinie; mais, à une très- 
petite hauteur, sa densité est si petite, qu elle peut être 
considérée comme nulle. 

La constante / représente la hauteur qu'aurait l'atmo- 
sphère, si elle avait en tous points la même densité qu'au 
niveau de la mer; elle est très-petite par rapport au rayon 
de la Terre, dont elle n'est guère que la 800® partie (*). 
Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que l'équilibre 
de la mer exige que la pression à sa surfôce, et par suite la 
densité de la couche d'air adjacente, soit constante. 

On a, pour une molécule de l'atmosphère située à la dis- 
tance r du centre de la Terre, B et n continuant à avoir la 
même signification que plus haut, 

sm^ô -r V = 1 h const. :::=/g'logp -h consl., 

^ J ? 



(*) La pression d'une atmosphère sur i raètre carré étant io336 kilo- 
grammes, et le poids du mètre cube d'air à o de{îré i '','», on a 

, io33fi 

/ = — ^ = 79-^^ 

soit ^-- du rayon terrestre. Pour une température plus éleTée, / aurait un« 
valeur plu« faible. 
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V étant le potentiel dû aux attractions des éléments maté- 
riels de la Terre et de l'atmosphère, sur la molécule consi- 
dérée. 

Soît R le rayon vecteur de la surface de la mer corres- 
pondant à r, et posons r = R-|-A; h sera, eu négligeant 
{^aplatissement dû à la force centrifuge, ou les termes de 

n? h 
Tordre — • —? la hauteur de la molécule au-dessus de la mer ; 

g ^ . 

et comme, à une très-faible hauteur, la densité p est sensi- 
blement nulle, h sera supposée une très-petite fraction 
de R. On peut par conséquent poser 

dr dr^ 2 

V étant la valeur de V à la surface de la mer; il vient donc 

/g'iognepp-hconst. = V'H h h ( -r— -h/z^Rsin'Ô | 

y^ d^ 

2 ' dr^ ' 
Or, à la surface de la mer on a 

V H sm'ô = const. ; 

2 

d'autre part, — ( — ; h /i*Rsin*9 j est l'expression de la 

pesanteur apparente aux diiférents points de celte même 
surface et que nous désignerons par g'. Quant à la dé- 

d*V' 
rivée -tt^ comme elle est multipliée par le facteur très- 

petit —> on peut la calculer en négligeant la force centrifuge 

et comme si la Terre était composée de couches spliériques, 
ou poser, m étant la niasse de la Terre, 

d\' _ m 
"""^~" R»' 

d^W 2W 2g 2^^' . 

dF ~~ "" R^ ~" ~ r" "~ ~ ir * 

21 
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Il vient donc 

/^logp r= CODSt. -^ g^A f IH- - ji 

d'où 

,=„B l('4L„,[-|'^-«-?](-J). 

£ étant la base du système de logarîtlimes népériens, et II 
la densité de Tair à la surface de la mer. 

On voit ainsi que les couches d'air de même densité 
sont partout également élevées au-dessus de la surface de 

la mer, aux quantités près de l'ordre - ^ ^ > qui, dans le 

calcul de la hauteur des montagnes, ne doivent pas être 
négligées. Mais pour l'objet que nous nous proposons ici, 

nous pouvons supposer ~ = i , et négliger -- devant Tu- 

nité, ce qui revient à poser 

(') P = nE"*' 

comme au chapitre VI, et, pour les mêmes motifs (H7), 
nous ferons abstraction dans ce qui suit des attractions 
mutuelles des molécules de Tatmosphère. 

150. Loi des pentes oscillations de V atmosphère, — 
Reportons-nous aux notations et à la formule (A) du 
n° 132; on a p* = lgp\ et, en accentuant les quantités z, 
Uy if pour les distinguer de celles qui se rapportent à la 
mer, on voit facilement que cette formule peut s'écrire 
sous Ja forme 

r [du' ^ dz' . \ d^s>'-\ . ^ 

I — 2« -r- a)60 H — 7- smô I -^ r^ i rSiin^du 

L \^^^ ^^ / ^''' J 

/ dp' d^u'\ ^^ 

-^ 2/zcosÔ /y/g 

\ dt df' I 

— gdz -h n^d[z'?\n^B) 4- fl^V = igdloi^p', 
V étant le potentiel relatif aux attractions du Soleil et de la 
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Lune. Ov', comme nous supposons que r diffère très*peu 
de R, nous pourrons, dans les deux premiers termes de 
celte équation, remplacer r par R, ce qui revient à né- 
gliger les termes de Tordre /ij/', hzf. . . , qui sont très-petits. 
D^autre part, la force centrifuge diffère très-peu de celle 
qui a lieu à la surface de la mer et est négligeable, comme 
cette dernière, par rapport à la gravité. Il vient donc, en 
posant p* = p{i'+-ç)j ç étant une petite fraction dont 
nous négligerons le carré, 

logy=rlog/>-|-7 

et 

( 1» r /^«' /. ^«' . .\ d'^'i . . . 



N 



. R ( 2WCOSÔ — — -^ j €/0 H- £/V = sd[z'^ Iq). 



Pour obtenir Téquation de continuité, il faut exprimer 
que l'élément de masse — psinOdOdar^dr ne change 
pas quand p, ô, xs, r reçoivent des accroissements p' — p = s^ 
a' </ , 



— > — T-r»«S ou que 



(r H- z'Y sin (ô 4- ~) (^r 4- ^ d^j \d^ ^ ^dQj 

/ d'A^dt3\ 
X WwH -. / (p-*-*) — pr*sïnBdrdadB = Oy 

d'où 

fid.rz' I rf.tt'sinO i df>'\ 

^ \r dr sinÔ dr cosô ao/ 

Or, 

(pH-5)/^=:/?'z=:^(l-h^), 

d'où 



^ = 7^ = er, 
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par suite, 

Supposons maintenant, sauf à vérifier ultérieurement si 
cette hypothèse est admissible, que les molécules d'air si- 
tuées primitivement sur un rayon restent constamment 
en ligne droite avec le centre de la Terre dans l'état de 
mouvement, et que le déplacement suivant cette direction 
soit lé même que pour les molécules de la mer ; on a 
^'=:^- z est négligeable par rapport à m', i^', comme 

U' if' 

devant u ci v (133), et l'an admet que —9 - sont indépen- 
dants de r. L'équation de continuité (3) devient 




dô dmj 

et l'on voit que Iq conservera la même valeur pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon. 

L'équation (3) sera satisfaite par l'hypothèse précitée 
ou du moins approximativement-, car son second membre, 
d'après ce que l'on vient de voir, est indépendant de r, il 
en est sensiblement de même pour V, et dans les autres 
termes on peut remplacer sous le signe de la dérivation 

Rv^ , Rw' par , 

En prenant R pour unité, et, pour simplifier les for- 
mules, représentant les déplacements angulaires -» —par 
1^' et u\ ce qui revient à supposer r = i, les équations (2) 
et (4) deviennent 

( f du' , d'v'\ . ^^ 

\ \ dt dr) 

^^ j / du' d'u'\ 

l (d.u'^mO do'\ 



DE MÉGÀiriQUE CÉLESTE. 3^5 

L'équation (5), en vertu de l'indépendance des varia- 
tions de 9 et ct, se décomposera en deux autres, qui, 
jointes à Téquation (6), permettront de déterminer w', 



^'y q- 



151. Variations de la hauteur barométrique, — La 
hauteur barométrique est proportionnelle à la pression de 
l'air sur la surface du mercure ou à Igp. Mais cette sur- 
face est successivement exposée à Faction des diverses cou- 
ches de niveau qui s'élèvent ou qui s'abaissent avec la sur- 
face de la mer. Ainsi, la hauteur barométrique varie 
avec p : 1° parce que cette densité est celle d'une couche 
de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée 

de -zr, d'où la variation — z-r^= — jz àe p\ tP parce que 

la densité d'une couche varie dans l'état de mouvement de 

s = qp. La variation totale éprouvée par p étant ^ {z--hlq)y 

k désignant la hauteur barométrique correspondant à l'état 
d'équilibre, les oscillations du mercure seront représentées 
par 

(7) 7 (» + /?), 

et seront ainsi semblables pour toutes les hauteurs au-dessus 
d'un même point de la Terre, lorsque la raréfaction de l'air 
ne sera pas trop forte. 

152. Hypothèse d'une mer d'une profondeur con- 
stante. — Soit y "la profondeur de la mer, et posons 

Les équations (5) et (6), eu égard aux équations (i) 
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du 11° 133, se réduisent à 

(8) ! ^ ''' J Lu" 

Ces deux équations sont celles des oscillations d'une mer 
de profondeur constante ly et Ton est ainsi ramené à une 
question précédemment étudiée. 

Les variations éprouvées par la hauteur baromctriqoe 
seront données par la formule (7) qui devient 

(10) -i- ?--i. 

153. Application. — Pour nous faire une idée des 
oscillations du baromètre^ nous supposerons la tempéra- 
ture telle que 

/ = 



722.5 

ce qui est l'une des profondeurs de la mer pour laquelle 
nous avons donné (1^3) la valeur de z^ qui sera dans ce cas 
celle de z'^ multipliée par le rayon terrestre ou par 
6 366 200 mètres. Nous supposerons de plus 



7 = 2/ = 



36i,25 



ce qui est encore l'une des profondeurs considérées au 
même numéro; la valeur de z sera celle qui est relative à 
celte profondeur, également multipliée par le rayon ter- 
restre. En ayant égard à ces valeurs de /, y, 2, z"^ suppo- 
sant h = 0,76, on aura, pour déterminer les oscillations 
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du baromètre, 

i:i^!f) = 7 (22 - «') = 0,000010623 ^ g j 

H-o,ooooio623sin'6[cos'v C0S2 (/zr-h tar-^'^) 

-I- 3cos^ v'cos2(//r-f-i!*— ij;')] 
X( 1,0000 — 4> 6952 sm'0 — 2,9342 sîii*d 

—0,6922 sin« ô-"0,o899sin* ô—o ,0076siii'' 0) . 

Si Ton supfpose le Soleil et la Lune en conjonction ou en 
opposition dans le plan de l'équateur, on trouve o"*"*>63o5 
pour Tamplitude des oscillations de la colonne mercu- 
rielle. 

154. Fent produit par le Soleil et la Lune. — L'attrac- 
tion du Soleil et dsb la Lune doit produire un vent corres- 
pondant au flux et au reflux de la mer. Proposons-nous de 
déterminer Tintensité de ce vent dans les conditions parti- 
culières que nous venons d'étudier. L'équation (5) donne, 
en y faisant ô = go degrés, 

d'i^' d , , , dY 



dt^ °dxs^ " da 

z -h Iq z=z HZ — »", 



et de plus (143) 

dV 

-7- = — 2g'Xo",i23i6[cos'vsin2(«^-KCT — 4») 

o us 

-h 3cos^v'sin2(/îf-h-CT — ip')], 
et en remplaçant z, «'" par leurs valeurs, 

d^ç' ^ 

-— - = — igX i,o369[cos'vsin2(/if H- rj — ^) 

H- 3cos^v'sin9.(/afr-f- tj — 4'')]> 



3a8 TRAITÉ ÉLÉMEfJTÂIRE 

ce qui donne, en intégrant et considérant y, v^ ^^ ^ 
comme constants, 

£/p' == Bdt-h •— ndt. i"»,o369[cos'vcos2{/ir+ CT — ^) 

-f- 3cos'v'oos2(/ï^-i-o — ■«j»')], 

H étant une constante arbitraire. 

Si Ton suppose que dt représente une seconde, ndt sera 

environ la cent-millième partie d'une circonférence 5 de 

, /i* I , 

plus, — est -ô- du rayon terrestre que nous avons pris 

pour unité, et que nous introduirons explicitement dans 
la formule en le désignant par R; nous aurons ainsi 

R(iv' = I^Bdt-i- o,Oï883[cos*vcos2(rï^-i-CT — ^) 

-h3cOS*v'cOS2(/?/-hCT •—■»['')]• 

Si U constante H n'était pas nulle, il se produirait à 
l'équateur un vent constant, et l'on aurait ainsi une expli- 
cation des vents alizés; mais comme cette constante dé- 
pend des conditions initiales du mouvement, elle a dû 
disparaître depuis longtemps, par suite des résistances de 
diverses natures éprouvées par Tair en exécutant ses oscil- 
lations; on doit conclure de là que les vents alizés ne 
sont pas dus à l'action du Soleil et de la Lune sur l'atmo- 
sphère. 

Si les deux astres sont en conjonction ou en oppositiou 
dans Véquateur, on trouve lR,di^' = o^'jO^BSa, ce qui est le 
maximum de la vitesse de l'air due à rattractîon du Soleil 
et de la Lune. 

Si l'atmosphère recouvrait immédiatement le noyau ter- 
restre, son mouvement suivrait la même loi que celui 
d'une mer d'une profondeur constante, et (141) les oscil- 
lations de la seconde espèce disparaîtraient. 

^53. Résultais de VobseTvation, — La variation delà 
Uauleur barométrique due au flux solaire redevenant 
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chaque jour la inème à la même heure, ce flux doit se con- 
fondre avec la variation diurne sans qu'on puisse l'en dis- 
tinguer. Mais il n'en est pas de même des variations baro- 
métriques dues au flux lunaire, qui, se réglant sur les 
heures lunaires, ne redeviennent les mêmes aux mêmes 
heures solaires qu'après un demi-mois lunaire. Laplace, 
en discutant les expériences exécutées par Bouvard à l'Ob- 
servatoire de Paris, aux syzygies et aux quadratures, du 
i" octobre i8i5 au i®' octobre 1823, en remarquant que 
les flux partiels lunaires dépendent de la déclinaison de la 

Lune et de sa parallaxe, a trouvé -^ de millimètre pour 

l'amplitude du flux total et 3 -r heures pour Tinstant de 

o 

son maximum du soir aux syzygies. Il a pris pour point de 
départ la formule empirique du flux de la mer que pous 
avons donnée au paragraphe précédent, et il a reconnu 
que la probabilité avec laquelle les ojjservations de Bou- 
vard indiquent un flux lunaire atmosphérique est de ^r^» 
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CHAPITRE VIIL 



DD MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR 
DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 



§ I. Du MOUVEMENT DE LA TbRUE AUTOUR DE SON 

CENTRE DE GRAVITÉ. 

156. Les phénomènes relatifs à la précessîon des équî- 
noxes et à la nutatîon font reconnaître que la Terre, dans 
sou mouvement de rotation autour de son centre de gra- 
vité, ne tourne pas constamment autour d'un axe fixe dans 
son intérieur^ maïs autour d'un axe instantané qui se dé- 
place avec une extrême lenteur. 

Ce déplacement de la ligne des pôles peut-îl être attribué 
à ce que, dès Forigine, l'axe instantané de rotation ne 
coïncidait pas exactement avec un axe d^nertie? C'est 
ce que nous allons d^abord examiner sans faire inter- 
venir raclîon du Soleil et de la Lune, en supposant que 
Tangle formé par ces deux droites reste constamment très- 
petit, conformément aux résultats des mesures géodésiques 
d'après lesquelles la ligne des pôles diffère peu d'un axe 
de symétrie 5 nous déterminerons en même temps les con- 
ditions auxquelles doit satisfaire le mouvement pour qu'il 
en soit ainsi. 

157. Recherches relatives aux conditions initiales du 
mouvement de la Terre. — Soient : 

O le centre de gravité de la Terre (Jig* 21)5 

Ox^ Oj, Oz les trois axes principaux d'inertie passant 

par ce point; 
A, B, C les moments d'inertie correspondant respective- 
ment à ces trois axes; 
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/>, {fj r le» composantes, suivant les mêmes axes, de la ro- 
tation instantanée, positives ou négatives lorsqu'elles 
auront lieu ou non de la droite vers la gauche, pour 
l'observateur couché suivant ces trois directions en 
ayant les pieds en O 5 
OX, OY, OZ trois axés rectangulaires de direction 6xe 

dans Tespace passant par le point O*, 
ç, tj;, 6 les angles que forment Ox avec l'intersection O;^ 
des plans xOjr, XOY, O^ avec OX, eiOz avec OZ, 
ce dernier angle étant également celui que forment 
entre eux les plans orOj* et XOY. 
Nous supposerons que XOY représente le plan de l'é- 
cliptique considéré comme fixe. 

La composante r, étant sensiblement égale à la rotation 
de la Terre, sera très-grande par rapport à p et ^, dont 
nous négligerons dès lors le produit. Celle des équations 
des moments qui se rapporte à Taxe 0-z ou 

C^H-(A-B)/>^ = o 

montre par suite (*) que la rotation r peut être considérée 
comme constante. 

Les deux autres équations du mouvement sont 

A^-H{B-C)y/- = o, 

B^-+-(C-A)r/?=:o, 

et ont pour intégrales 

(l) /?= A*sîn(af-He), ^ = / A:cos(a/-i-e), 

en posant 



/(C — A)(C — B) /A — C A 

et désignant par i et e deux constantes arbitraires. 

(* ) y oyez mon Traité de Cinématique pure, p. 344. 
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Si la valeur de a est réelle ou si C est le plus petit ou le 
plus grand des moments d'inertie, p et q resteront toujours 
très-petits; dans le cas contraire, les formules renfer- 
meront des exponentielles, p et ç croîtront indéfiniment 
avec le temps, et l'hypothèse du point de départ ne sera 
plus, admissible. On voit ainsi que, en raison de Tapla- 
tîssement de la Terre aux pôles., O^ ne peut correspondre 
qu'au plus grand moment d'inertie principal. 

On a, par la composition des rotations (*), les équa- 
tions 

dt 



do 
■ — ï. = (/?sin^H-7cos^)cotO- 



r/Ô . d'if do 

-7- = — /ïcosç + ^sin», r= p- H- -^ cosô. 

dt 1 I / T dt dt ' 

De la première on déduit, en négligeant petq devant r, 

«p = — rr 4- f 0, 

(fo étant une constante arbitraire ; en portant cette valeur 
dans la seconde équation, puis intégrant et désignant par h 
une autre constante, il vient 

= // 4- -Jl±^ cos[(r -h a)/ — q>o -h e] 

On voit d'après cela que si k avait une valeur sensible, 
les pôles, intersections de l'axe instantané de rotation avec 
la surface de la Terre, exécuteraient sur celte surface deux 
espèces d'oscillations dont les périodes respectives seraient 

27r 27r A 27r lit 
, on 5 



C r (2A — C)r 



(* ) Voxt'Z mon Traité de Cincmatiquc pure. 
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CD remarquant que, A étant peu ditt'érent de B, on peut 
prendre 

C— A 

A , 
Le rapport ^^ étant très-voisin de l'unité, la première pé- 
riode serait sensiblement égaJe à — ou à un jour, et la se- 
conde à - ou à^une demi-journée. Les observations les 

plus précises n'ayant jamais accusé de variation de ce 
genre dans la hauteur du pôle, il faut en conclure que k 
est insensible, et que par conséquent les oscillations de 
l'axe terrestre, dépendant des conditions initiales du 
mouvement de la Terre, sont depuis longtemps anéanties, 
et qu'il ne subsiste que celles qui ont une cause perma* 
nente. 

Ainsi, sans l'action combinée du Soleil et de la Lune, 
résultant de sa non-sphéricité, le sphéroïde terrestre tour- 
nerait constamment autour de son plus petit axe d'inertie. 
Mais cette cause perturbatrice ayant une très-faible inten- 
sité et étant périodique, les déplacements éprouvés par rap- 
port à cet axe par Taxe instantané sont très-faibles, et la 
vitesse angulaire ne subit que des Variations très-petites et 
périodiques. 

158. 'Du mouvement de la Terre, en ayant égard à 
V attraction du Soleil et de la Lune, — Nous pourrons, sans 
erreur appréciable, supposer que les masses du Soleil et de 
la Lune sont concentrées en leurs centres de gravité res- 
pectifs, puisque d'une part les dimensions de ces corps 
sont très-faibles par rapport à leurs distances à la Terre, 
et que de l'autre ils sont sensiblement sphériques. 

Nous devrons tenir compte de la variation de position 
qu'éprouve l'écliptique, correspondant à une réduction 
séculaire de son obliquité, actuellement équivalente à 
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48 secondes, mouvement loo fois plus lent qua celui déjà 
si lent de la précessîon. Ce déplacement est périodique; 
mais, en raison de son extrême lenteur, on peut le consi- 
dérer sans grande erreur, pour une très-longue durée, 
comme uniforme, ou encore, avec une plus grande approxi- 
mation, comme uniformément varié. Nos observations 
sont d'ailleurs trop incomplètes pour fixer la grandeur de 
la période, et nous ne pouvons que préciser les valeurs nu- 
mériques des coeflScients des premiers termes du dévelop- 
pement suivant les puissances ascendantes du temps, 
approximation qui est bien suffisante pour une période de 
onze à douze siècles. 

Nous prendrons pour planXOY le plan dç récliptique, 
relatif à une époque antérieure déterminée prise pour ori- 
gine du temps, et nous compterons la longitude à partir de 
l'équinoxe du printemps correspondante, par laquelle nous 
ferons passer l'axe OX. 

Soient {fig. txi) : 

Orj la position que prendrait Oy en faisant tourner 
dans son plan Tangle xOy autour de son sommet, de 
manière que Ox vînt à coïncider avec 0;^; 

jj = — —5 y? = -~ sinS les composantes de la rotation 

instantanée suivant O)^, Om , 

OÏL^^ OK.yj^ ^l^x les moments des forces perturbatrices par 
rapport à 0;^, 0>j, O2 ; 

n la vitesse angulaire moyenne de la Terre autour de 
Taxe principal Oz, qui ne diffère de r et de la rota- 
tion instantanée que de quantités très-petites de 
l'ordre ^1^^^, ^^^ ^^z? Pj ç, X' ^5 ^^^^ nous néglige- 
rons les produits elles secondes puissances. 

On a, par la composition des rotations, 

p =r ;^cos<p 4- Yi siny, 
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et pour les moments des quantités de mouvemeut autour 

de Oxn Oyy 

A/> = A ( ;^ CCS <p H- ïï sin (j) ) , 

B^ = B (ijcosç — X^*"?)' 

Les moments pareils relatifs à O;^, On sont par suite 

. (AH-B) /A— B\, . 
A/7cosy-^B7smç = ;^^ ^4-( j(îîSm2ç4-;^cos2^), 

A/?sinçH-B^cosç = »2' -'4-1 J (xsm2y — nco%2tf). 

Or, les axes mobiles 0;^, 0>j, O^ se déplacent en vertu 
des rotations x, >3, — yjcotfl autour de leurs directions pro- 
pres {*), rotations qui sont du même ordre de grandeur 
que p et ^ ; et comme le moment total des quantités de 
mouvement représenté par la droite OM (**) ne diffère en 
grandeur de Cn et en direction de Oz que de quantités du 
même ordre^ la vitesse d'entraînement du point M aura 

pour composantes 

C/?3Q, suivant 0;(, 
— C/îx> suivant On. 

On a donc, en exprimant que la vitesse absolue du 
point M, estimée suivant O;^, Oyj, est égale au moment des 
forces estimé de la même manière, 

r/r (A+B) /A — B\, . n ^ cv« 

57[X h^-^j(>îSm29H-XCOS2<p)J-f-C«i3=:3Tt;^, 

^r (A-4-B) /A — B\. . .-] ^ 

^|^>I ^— ^-f-^— ^— j(XSm2y— «COS2<p)J-C/2X=:0K,,. 

{*) Car le mouTemeat de ces axes est défini par les rotations 

idfîf 
-t- ~ sin 5 autour de 17 , 
à4> ^ , ^ 

— -j^cosO autour de O*. 
de 

(**) Yojreg, pour l'interprétation des équations de la rotation des corps 
solides, mon Traité de Cinéma tique pure, p. 3J7. 
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Or, >7 et ;f étant indépendants de Tangle cp, on voit que 
Ton peut supprimer les termes en sinus et cosinus de 2f 
qui n^ntroduiraient dans le déplacement de Taxe terrestre 
que des termes dont la périodicité serait journalière, et 
dont Tobservation n'a pas constaté Texistence. Il résulte 
de là que la différence A — B est très-petite, ou que la 
Terre, étant à fort peu près un solide de révolution, d'après 
les mesures géodésiques, est en même temps composée 
d'éléments matériels à très-peu près distribués d'une ma- 
nière uniforme. 

A -|-B 
En appelant A' la moyenne des moments princi- 
paux d'inertie relatifs à l'équaleur, il vient 



dt 



A'-^ -f-C/Z>î=:Oîl;^, 



A' J-C/7x = ^. 



Les mouvements déterminés par les rotations m et jj étant 

très-lents relativement à la rotation n autour de O-z, les 

, , . , dy dn ^ , . , 

dérivées -p? — sont tres-pelites comparativement a n, »},;j, 

et Ion peut ainsi écrire 

( _^ 

(2) } 

Telles sont les équations dont nous ferons usage dans le 
problème qui nous occupe. 

159. De r action du Soleil, —D'après le n° 56, Tat- 
iraction du Soleil donne lieu, par rapport à 0.r, Oj', aux 
moments 
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formules dans lesquelles m représente la masse du Soleil^ 
or, j^, z ses coordonnées par rapport à Ox, Oj", Oz, a sa 
distance moyenne à la Terre. 

Soient [fig* 22 ) : 

n' la vitesse angulaire moyenne du Soleil autour de la 
Terre; 

x', y' ses coordonnées parallèles à O;^, 0>î; 

h le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil; 

yi^ï le cercle qui représente l'équateur sur la sphère d'un 
rayon égal à l'unité ayant pour centre celui de la Terre ; 

yy/ le cercle qui représente l'écliptique fixe, et dont 
l'équinoxe du printemps est en X; 

yiJS l'écliptique mobile , coupant le cercle précédent au 
point N ; 

S la position du Soleil ; 

SQ sa latitude ; 

X = — NX la longitude du nœud descendant N, comp- 
tée à partir de l'origine X ; 

A = XP la longitude du Soleil; 

I l'inclinaison très-petite de l'écliptique mobile sur l'é- 
cliptique vrai, dont on négligera le carré ainsi que 
le produit par (f = pjX. 

On a 

/w(iH- A) = /ï"a% d'où //!= r» 

^ ' i-i-/i 

^ 3/i'» (C — B) ^ 3/2'» (C — A) 

I -h A tt" -^ * ^ iH- /* à" ' 

311/;^= JH/^cos^ — OTL^sinfy j:=: x'cosy -i-y siov, 
OXLtf = 311 X sin f + OT^P cos y, y==y cos y — a:' sin y, 



A-^^±^, 



d'où 



2/2" (C — A') , 

(3) < 

^ ^ 3/2'^ (C— A') , 



22 
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en laissant de côté les termes périodiques en sincf et 

cosç. Nous pourrons négliger h qui n'est guère que 5^ ; 

et le tout se réduit à calculer x', ^', z en fonction des 
coordonnées astronomiques du Soleil. 

Si l'on néglige de plus le carré de Tangle S^Q^ on 
peut considérer ;(Q comme égal à;fP ouàA-f-^|/et 
écrire 

x' = «ces (A H- 4). • 

On a de même, pour la projection du rayon OS ou OP 
sur la perpendiculaire Or/ à O^ dans le plan de Vécliptique 
fixe 

ûsin (A-f-iJ>), 

et pour la distance du point S à ce même plan 

OS sînSP = a sinNP . i = «1 sin (A — 1 ), 

d*où l'on déduit facilement 

y =z a[sm{A H- nl;)cos0 -+- isin(A — >)sinG], 
z' =:a [sin ( A -f- >]/) sinô — / sin (A — >)cosO]; 

par suite, 

3 
3\ij^ = - w" (C — A')[2 sine cosG sin»|(A -+- ^) 

. — /COS9.ÔCOS>-|-/COS20COS(2A— >)], 

(4){ 3 

DTiyj = /2"(C — A')[sin9 sin 2 (A -h ;[;) 

— /cosGsin (2 A — >)-f-icosGsin)i]; 

ou, en laissant de côté les termes périodiques en sinus et 
cosinus de l'angle A = /z'« ou de ses multiples, donnant 
lieu à des déplacements annuels que n^accuse pas Tobser- 
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vation, 

3 

^^x = - «'* (C — A') (— COS26. /cosX -h sine cosO), 

(5) { \ 

W>ï = «'*(C — A' ) cosO.i sinX. 

Si Ton porte ces valeurs dans les équations (2), on trouve 

i>ï = -/ï'»l— ^(— cos20./sin>4-sinecosô) = sind— , 

((\) J ^ ^'^ ' dt 

^^ ^ 3 „(C~A') ^ . . , d9 

En négligeant les inégalités séculaires de Técliptique 
ou ïj X ^^^^^ ^til, 6 resterait constant. Si nous désignons 
par 6' cette constante, égale, si l'on veut, à la valeur de 6 
correspondant à l'origine du temps, nous pourrons, sans 
erreur sensible, remplacer 6 par 6' sous les signes sin et 
cos; et nous poserons, comme nous l'avons dit au n^ 158, 

i sin "k = gty i cos > = ^^, 

g et g' étant deux constantes numériquement très-faibles. 
Nous obtiendrons ainsi 

d^ 3/i'WC — A') ,, 
^ dt 2 Cn ® ' 

d'où, pour la mesure de la natation due à l'action du So- 
leil, 

e^9'=-^.-(^^cos9'ii\ 

2 Ca 2 

puis 

„ = sinô'-^ = - /i" LZ: — L (— g^cos20'4- sinô'cosG'), 

et par suite pour valeur de la précession correspondante, 

, 3 , rc — A')/ ^, , C0S2Ô' t^\ 
^2 C/2 \ ^ smô' 2/ 
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160. De Vaction de la Lune. — Pour calculer l'in- 
fluence de la Lune sur le mouvement de la Terre on peut 
faire usage des formules (6), en y changeant le signe dei, 
supposant ensuite que i et X représentent Tinclinaison ii 
de l'orbe lunaire sur Técliptique et la longitude \ du nœud 
descendant N^; il faut de plus introduire au dénominateur 
le facteur i + ^i, ^i désignant le rapport de la masse de 
la Terre à celle de la Lune, qui n'est plus négligeable, 
et changer B en &, Si donc n , représente la vitesse angulaire 
de la Lune autour de la Terre, on a 

» = -/i'f TT- ■; 7-. (cos20'.i,cos>, H-sinô'cosO'). 

2 * C/i(i4-^,j ' 

3 ^ C — ' AM 

L'emploi de ces formules suppose que iy e»t très-petit, 
et, en effet, l'observation fait reconnaître que l'incli- 
naison I de l'orbe lunaire sur Técliptique vraie est très- 
faible, qu'elle est sensiblement constante et égale à 5^ 9', 
d'où il suit que Ton peut effectivement négliger le carré 
de 7*1. I 

Pour exprimer ij en fonction de I, soient Ai la longi- 
tude XP de la Lune L; N^, Nj les nœuds de l'orbite lu- 
naire sur Técliptique fixe et l'écliptique vrai ; S l'intersec- 
tion de LP avec ce dernier. On a, en négligeant les termes 
de second ordre, 

LP = I, sin Nj P = sin ( A, — >,) . i„ 

LP = LS — SP = IsinN.S — 1 sinNP = I sinN,P — / sinNP 

= Isin(A, — >,) — isin(A| — X); 

égalant ces deux valeurs, puis supposant successivement 
Aj = o, A| = 90°, on trouve 

/.sinX, ==IsinX, — isinX = Isin).| — gty 
fiCosX| = Icos)., — /cosX = IcosX, — g' t. 
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D'autre part, la longitude du nœud diminue, d'un mou- 
vement sensiblement uniforme, d'une circonférence en 
i8 1 ans environ. Si donc on désigne par a la vitesse angu- 
laire du nœud, et par Xo une constante, on peut écrire 

et il vient, en posant 4- = w^w, 

I -h Al 

ri = sinÔ'— -=-/i'* - — ~ ^wrsine'cosô'-Hcos2ÔMcos(aM-Xo) 

dt 1 Cn ^ 

— gr'^cosaô'], 
X = -^ = --^/.'^^^^«cosô'[Isin(ar4-X.)-^^], 

d'où 

1. 3/f'«(C— A') / ^, COS2Ô' I . ^ 

j sinô' 2/ 



3/i-» (C-A0 



^ ' 6) COSÔ' ( - cos>, — S— ) , 

2 C/i \a 2 / 



, 161. Résultat des actions simultanées du Soleil et de 
la Lune. — En réunissant les termes résultant des actions 
du Soleil et de la Lune, on a, pour les déplacements de 
l'axe terrestre dus k la simultanéité d'action de ces deux 
astres. 



'> 



/ , 3/l''(C — A') ^,r, . . 2WCOt2Ô' , . ^ 

i 2 C/ï L <* 

(7') ; — g.'col2G'.(n-w)^' , 

f ô — Ô' = -/!'» ^^~^'^ cosô'L -cosX, — ^(1 4. w) - I . 
\ 2 C« La ^'^ ' 2j 

Si Ton néglige les inégalités séculaires de Técliptique, 
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on a 

« «. 3/i'MC — A') ^, IcosÀ. 
2 Gn a 

Concevons une droite OA partant du point O et qui 
fasse constamment Tangle 6' avec la perpendiculaire OZ à 
Técliptique fixe, en tournant autour de cet axe avec la vi- 
tesse angulaire 

3«'2i^JZJ^(i + a>)cosô', 

Cl/2 

les déplacements de Taxe OB de la Terre par rapport à 
Taxe mojen OA seront donnés par les formules 

, . (C — A') ^, ^ wl»in^ 

J< = 3/î" ^ — rz ■ cosô cotaO 9 

^ C/2 a 

^ «, 3/i'»(C — A') ,,I , 

e — Q'= ^— t; ' cosQ' - cosX,. 

2 C/i a 

Le pôle vrai B est ainsi animé par rapport au pôle moyen A 
de deux mouvements rectangulaires périodiques que Ton 
peut considérer comme rectilignes, et qui sont complé- 
mentaires et d'amplitude différente. Il décrit donc par 
suite autour de A une petite ellipse dans le même temps 
que les nœuds de l'orbite lunaire accomplissent une révo- 

lution, ou en 1 8 ans ^- L'un des axes 2a est dirigé vers le 

pôle de l'écliptique, et le rapport de l'autre axe ai au pré- 
cédent est donné par la formule 

b ces 2 0' 

a sinô' ' 

i 

cette ellipse a été observée pour la première fois par 
Biadley, à qui on doit la découverte du phénomène de la 
nutation. 
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Donnant à 9' la valeur connue 

6' = 23» 28' 1 8% 
on trouve pour le rapport ci-Klessus 

- = 0,7446; 



l'observation donne 



- = 0,7462, 



chiffre qui diffère très-peu du précédent. 

Si maintenant nous laissons de côté l'influence de la 
rétrogradation périodique des nœuds de l'orbite lunaire, 
pour ne nous occuper que des déplacements séculaires, il 
vient 

(8) \ - ^" ^ >\ ^ ,) 

\ 2 C/l ^ ' 2 

162. Déplacements de l'axe de la Terre rapponés à 
l'écliptUiue vraie B — Pour comparer la théorie à l' observa- 
tion, il faut rapporter las déplacements de l'axe de la 
Terre à l'écliptique vraie* 

Soient : 

Finclinaison de l'équateur sur l'écliptique vraie 5 
jj', X = ¥ la longitude de l'équinoxe vrai ;^', prise en 
valeur absolue; 

Le triangle sphérique XX ^ donne 
COS0 = cos(0 H-^0)==cosÔcos/-4- sinOsinicos(^ + X), 
ou, en ne conservant que les deux premières puissances 
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de i el de J9, 

oO = — 0= -cotô — icot(^ + X) — cosô — » 

et enfin en remplaçant dans le second membre dQ par sa 
valeur obtenue en négligeant les termes du second ordre, 

{9) = — /co5(4» + \)-\ sin^(^ -hX)cotO. 

Le même triangle donne 

sin(iI;-4-X)sin« — / sin(^^ -f- X) 
smA ou A = — ' — ^-^ — ^-^ 



sin0 sinô — (cosOcos(4f -f- X ) 

ou 

. , /sin(4»H-X) |2sîn2^it-f-X)cosô 

(10) A==- -r-z — ^T--j • 

^ ' smô 2sm»ô 

Enfin on a, en considérant le triangle rectangle xx'x'i» 

tang(^{; — H') = — ^i{» = tangAcosÔ = AcosO, 
d'où 

(il) ^s=,J,4-isin(^|;-f-X)cotÔ-4- - sina(x{» -f- X)cot»0. 

Nous avons dû conserver le carré de i dans lés valeurs 
de et 9, puisque nous poussons l'approximation jusqu'aux 
termes dépendant du carré du temps. Par la même raison, 
nous devrons employer pour isinX et icosX des exprès* 
sions de la forme 

f sinX = g-f -h kt^y i cosX = g'' / 4- /•' r % 
k et k étant deux nouvelles constantes 5 et en posant 

(12) ç = ^„"£ziè:cos9'(i + o,), 

il vient 

2 
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el enfin 

yv == (ç -4- g^cote')r + (-M\, -h gg'cotW - / cotÔ'V», ' 

\S1D2 / 

(i3) e=:ô'— g^rn- /^ +. i ^^cotô' + A-A^*. 

163. Formules numériques, — D'après le sens suivant 
lequel les angles ^ et ? sont comptés, le mouvement des 
équinoxes sera rétrograde si les angles croissent avec le 
temps, et c'est effectivement ce qui a lieu. La grandeur 
de Ç", qui dépend des moments d'inertie de la Terre, 
ne peut être déterminée que par l'observation . En pre- 
nant pour plan fixe Técliptique du commencement de 
Tannée 1760, fixant à cette époque l'origine du temps, 
l'unité de temps étant Tannée julienne de 365^, a5, 
Bessel a trouvé (^ = 50^,37572 pour la précession relative 
à cette année, et 6'= aS** 28^1 8". De plus, on a d'après 

Laplace 

6> = 2^^333, 

et, d'après Bouvard, 

g = o",o663i4, ^ = o",4569i 7, 

^ = — o",oooo 1 8658, A' = — o'',ooooo574 1 , 

valeurs qui peuvent convenir avec une assez grande ap- 
proximation pour une période de 1000 à 1200 ans avant 
et après lorigine du temps, en supposant t négatif dans le 
premier cas. En faisant ces substitutions, il vient 

6 = 23»28'i8"-f- 0^00008001 1\ 
ij; =5o",37572/ — o",oooio9o5r% 

= 23*^28' 18'' o",45692r — 0",000002242£% 

Y = 5o",223oo t H- 0,000637 0. 

L'obliquité moyenne de récliplique pour 181 3, conclue 
des solstices d'été de cette année etdei8i2eti8i47 observés 



346' TRAITÉ ÉLÉMBMTÀIRB 

à Paris, en prenant leur moyen résultat et 9",4o pour le 
coefficient de natation^ a été trouvé égal à 

0=23«27'49",28, 

valeur qui diffère peu de celle 

= 23*»27'49V3 

déduite des formules précédentes en y supposant t= 62,5. 

164. Ifwariabilàè de la durée de la rotation de la 
Terre. — La rotation du globe terrestre donnée par la 
formule 

fir A— B 31t, 

serait constante d'une manière absolue, s'il affectait la 
forme d*un solide de révolution, puisquerhypotbèseA=:B 
donne (56)^,=: o. Il est facile de voir qu'il en sera en- 
core de même en supposant que les trois moments d'iner- 
tie principaux soient inégaux. En effet, on a 

/> =:;^cosf +>:sin^ ç = iscosf — X^'^?» 

vi pq ne renferme que des termes périodiques comme le 
niouvemeut deix>tation de la Terre, et sur lesquels la longue 
période de X ^^ ^ '^'^^ P^^^ P** avoir d^influence sensible par 
Kintégration. On peut donc supprimer de Féquation ci- 
dessus le terme en ^</. Quant à^^,* considérons par exemple 
celui de ses termes qui dépend de Taction du Soleil : on a 

*^ , = 3«* : — jrr, 

jr> =r » • — jr -^ sinvco^f -f- x y cos'«. 

les teriuc> vjuî con^titweut ^ » » ont des périodes beau- 
ivup plu> lv>u^ue:> vjue ^* par consev^uent x>- ou 0T<, , ne dc- 
(hhkI \(tie ies tertues %k>cit U période didere peu de celle de 
(d (vt«àtu>u de tjt tVrte et Joot linHuence est insensible. 
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' Ainsi donc l'attraction du Soleil et de la Lune ne peut 
avoir aucune influence sur le mouvement de rotation de la 
Terre. 

165. Précession annuelle et longueur de Vannée éqiU^ 
noxiale. — La précession annuelle est la diflerence des 
valeurs de ¥ pour les valeurs f et ï-h i ou 

5o%223i I -+- o",oooa3274^ 

L'année sidérale est constante et égale en jours moyens 
à 365J,!i56374, et pendant celle période le Soleil parcourt un 
arc de 36o degrés •, on déduit de là le temps employé pour 
décrire l'arc de précession ci-dessus; en le retranchant de 
l'année sidérale et appelant |x le nombre de siècles écoulés 
depuis 1750, on trouve, pour la longueur de Tannée 
éauinoxiale, 

365J , 24 1 9 — f* . o J , 000006655 

qui diminue ainsi à peu près d'une demi-seconde par siècle. 

166. Rapport des moments d! inertie de la Teire. — 
En continuant à prendre pour uni lé de temps l'année ju- 
lienne, on aura 

n' = 359«,9937 1, — = 0,0027803, 

et comme 

<; = 5o'% 37572; 

la formule (12) donne 

— - — = 0,003256 1, 

et, en négligeant le cube de cette fraction, 
C — A' C— A' C C~A' 



A' "" C 



G C — A' / C-A'\ 

^ = — ^ — lu ^1 — 1 = 0,0032667. 
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D'après les n°* 89 et 104 on a 



C — A' 



-=(^-^; 



I ^ •/o 
Jo 



dK 



d'où Ton déduit pour raplatisscment de îa Terre, en se 

Jo 



rappelant que q? = — —- > 



dx 
E = 0,0017301 -f- 0,0082561 



•A) 



or, en appelant p' la densité à la surface^ on a 



•/o Jo 



d'où 



5/ pK^dK — SJ pA2rfA= I a'(I— a')~&//a<0, 

attendu que a <^ i et que la densité allant en décroissant 

du centre à la surface, -^ est négatif. On obtiendra donc 

' dfL ^ 

une limite supérieure de E en y remplaçant le rapport 

; ^ 3 . 

d'intégrales du second membre par x? ce qui donne 

o,oo36838 ou — • 
271 

Nous avons vu d'ailleurs que 

T.>l = -L.. 
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On a donc pour Taplatissement deux limites; la limite 
supérieure qui résulte du phénomène de la précession, ne 

diffère pas beaucoup de la valeur x — que l'on attribue gé- 
néralement à l'aplatissement de la Terre. 

167. Variations séculaires du jour solaire. — Suppo- 
sons que l'on imprime au Soleil et au plan de l'équateur 
un mouvement égal et contraire à celui de ce plan rendu 
par suite fixe; le jour solaire se réglera sur le mouvement 
résultant du Soleil, estimé parallèlement à l'équateur et 
combiné avec la rotation de la Terre. Ce mouvement aura 
lieu dans un plan mobile dont la position sera définie à 
chaque instant par son inclinaison sur l'équateur, et par 
l'angle A. 

Soient (fig^ 22) : 

« = jjQ, j/ =z= SP l'ascension droite et la déclinaison du 
Soleil comptée à partir de l'intersection -^ de l'éclip- 
tique fixe avec l'équateur ; 

Aj = N;^', f'i = S;^' les distances du nœud descendant N 
et du Soleil à Téquinoxe du printemps. 

Le triangle rectangle S;^'Q donne 

taDg(w — A) = cosetangci, 

et le triangle rectangle PNS 

tang(p — np — \) = cosX tang(«», -f- A), 

d'où, en développant suivant la formule de Lagrange, né- 
gligeant les puissances de A supérieures à la seconde et 
celles de taug@ supérieures à la quatrième, 

//. = A -H !>, — tang' — sin 21^1 H — lang' — hin/^v^ , 

»»,=:—. A» — •»[> — > -h ♦'H sni:i(p — ij; — )l), 



35o TRAITÉ ÉLÉMEMTAIItE 

et, en faisant abstraction des termes périodiques dépendant 
de la rotation annuelle du Soleil autour de la Terre, 

Pi = — A» — ^1* — X -4-p. 
Le triangle )(JSyJ donne 

, , sinOsiD(\l + X) 

sm A, = r^^ ^1 

sine 

d'autre part on a, d'après le n° 162, 

O = 0H-icos(>J» 4-X) sin»(>pH-X)cote, 

en remplaçant, dans le terme en /*, cotd par cot0^ d'où 

sinA( = — sin(iI;4-X)J i-Hicos(>p -f-X)cose 

sin'(4»-f-X)cot»e cos»(4» + ^) h 

et entin 

A, = — |,|, + >,-!- sin(^I» 4-)^) icore— -cos(4» -+-X) |. 

On déduit de là 

I', r=p + sin(i];+X) icot© — -cos(^|/^- X) U 

/« =A^-«'^-sin(^|/^-X) /cote — Lcos(TJ/-h X) ; 

et, comme nous avons trouvé 

, sin(v[;-f-X) 
sin0 
il vient 



G /^ 
u = (* — /sin(>l/ + X)tang ; sin(^ -h X)cos(>I/ "^ ^)- 



Or 
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/sin{+ 4- a) = ^r -h f'Cg^'Ç 4- ^), 
I sîn(^ -h >) cos{^ + X) = g'g:'/, 



e 6' g't 



tang — = tang — 



1 ^ a , ô' 

2 COS' -- 

1 



/' 



donc 



«==!> — g^/tang /^ (g'^H-X — ^^ tang- Itang-. 

2 ^ 2 2 y 2 

On peut, en négligeant les ternies périodiques, supposer 
%f = /»'ï«, et si Ton désigne par S l'ascension droite du Soleil 
comptée à partir d'un méridien déterminé de la Terre, on 
déduit facilement de ce qui précède que 

(i4) S = (« — /l'jr-hg'^tang — h rMg^'Ç-j-/ — ^tang-)lang-. 

•^ Y 2 2^2 

Le jour mojen sera l'intervalle pendant lequel cet angle 
augmentera de 36o degrés. En négligeant le carré de cet 
intervalle que nous désignerons par a;, et posant 

H = (i?'2; 4- ^ - ^ tang ^) tang ^, 
= ( /i — «'+ ^tang— 1 .T-h 9.xtU. 



on trouve 

36o 



L'unité de temps étant arbitraire, supposons qu'elle soit 
prise égale au jour moyen en i^So. On aura a: = i pour 
t = o, et par conséquent 

36o = /? — «' + ^r tang — 

La valeur de n' donnée par Tobservation et rapportée à 
cette dernière unité est 

«'=:o%9856i. 
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La valeur de g donnée plus haut, se rapportant à TanDée 
julienne, devra être divisée par 365,25, ce qui rendra le 

terme g' tang — complètement négligeable. Il vient, par 

suite, pour la rotation de la Terre correspondant à l'unité 
de temps adoptée, 

71 = 36oS 98561, 

et pour le jour sidéral exprimé en fraction du jour moyen, 

oJj99727^- 
Après avoir divisé les valeurs numériques de g^ g', Ç 
par 365,25, et celle de k par le carré de ce nombre, afin 
de les rapporter à la nouvelle unité, on trouve 

0,00017344 

(365,25)» * 
Posons 

t= p. 36525, 

fi représentant le nombre de siècles écoulés depuis i^So, 
la grandeur variable du jour moyen sera 

0,7328 

ce qui montre que sa diminution séculaire sera presque 
insensible. 

Si T mesure le temps en jours moyens, on a 

S = 36o«T 

et, d'après la formule (i4), en négligeant le carré de t — r, 

i338t^ 



t = T- 



id'. (36525)=' 



Le temps n'est donc pas rigoureusement proportionnel à 
cette mesure 5 mais il s'en écarte fort peu, et Ton pourra 
sans inconvénient négliger la différence, excepté dans 1 e- 
tude du mouvement de la Lune, h cause de sa rapidité. 
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168. De Vinjluence des oscillations de la mer sur le 
mouvement de la Terre autour de son centre de gravité, 
— Nous avons supposé dans ce qui précède que la Terre 
ne formait qu'un seul et même corps solide; il nous'reste à 
examiner maintenant si les résultats auxquels nous sommes 
parvenu ne sont pas modifiés d'une manière bien sensible 
par les oscillations périodiques de la mer, dues aux attrac-^ 
tions simultanées du Soleil et de la Lune. 

Nous remarquerons en premier lieu que l'accélération 
d'entraînement de chaque particule de la mer est la résul-^ 
tante de l'accélération due aux forces qui la sollicitent, 
de l'accélération centrifuge composée et de l'accélération 
relative oscillatoire prise en sens contraire. En d'autres 
termes, les équations du piouvement résultant d'une mo-» 
lécule de la mer sont les mêmes que si elle faisait à chaque 
instant corps avec le noyau terrestre, en la supposant sol- 
licitée de plus par la force centrifuge composée et par la 
force d'inertie due au mouvement relatif oscillatoire. 

Les termes dus à la force d'entraînement et aux attrac- 
tions du Soleil et de la Lune peuvent être calculés sans 
erreur appréciable, comme si la surface d'équilibre de la 
mer n'éprouvait aucune variation sous l'action de ces deux 
astres, et dès lors A, B, C dont ils dépendent représente- 
ront les trois moments principaux d'inertie du système 
invariable formé par le noyau terrestre et la mer suppo- 
sée à l'état d'équilibre ci-dessus. 

Il nous reste donc à comprendre dans les termes de OH'^, 
311/^ des formules (2) du nP 158, les moments par rapport 
à Ox, 0>3 de la force centrifuge composée et de la force 
d'inertie dans le mouvement relatif, calculées avec l'ap- 
proximation ci-dessus définie, c'est-à-dire comme si la sur- 
face d'équilibre de la mer n'éprouvait aucune variation 
de forme, en se rappelant que les actions mutuelles de la 
masse entière disparaissent complètement dans les mêmes 
formules. 

23 
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D'après le n^ 133, les oomposantes des forces précé- 
dentes, suivant la méridienne et le parallèle, sont, pour 
la molécule de masse m, 

/ dv d'u\ 

[du d^v\ 

La première se décompose en deux autres, 

/ dv d^u\ 

Z = — (a/i/A- 31")V' — f*'.^..- suivant 0«, 

, , , / dff d*a\ { suivant la trace du méridien 

^ ^ \ '^ dt dt* J ^ f sur réquateur. 

Des composantes (a) et (6) on déduit les suivantes : 
^ / du d'i^\ , ^ , 

(dç d^u\ 
2/?^ — - J fjtcos(cy-hy)/w... suivant Ox) 

/ du d^p\ , 

Y =4- U/Jf* ^ + -^ 1 co8(o -+-ç)/w 

/ du d^u\ . , , 

-hl 2/ifA ^ — — - jfxsin(o-i-ç)/w... suivant 0»i. 

Enfin les coordonnées de m suivant O;^, Oy;, Oz sont, 
en continuant, comme au n^ 133, à prendre pour unité le 
rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer, 



0?= y/i — p^cos(bt -f- «), 



r = V^i — f*' sin(cT-h(p), 



f suivant Ox> 
du d^v\ 



suivant On, 
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et il vient pour les moments, par rapport aux mêmes axes, 
/ du d^u\ . . , \ 

[ du, d^u\ , , 1 

/ d9 d*u\ . , 

f du d*v\ 

/ du d^p\ , 

I 3/îfi — -4- -— -| yi — n*.m suivant Oz, 

Pour avoir les portions de 311;^, 311/,, 3îl/, relatives aux os- 
cillations de la mer, il faut faire la somme de ces expressions 
pour toutes les molécules de la masse fluide. Or, en raison 
de leur petitesse, on peut calculer u et ^ comme aux n^' 133 
et suivants, c'est-à-dire en négligeant les déplacements de 
l'équateur terrestre; on peut de plus, ainsi qu^on Fa fait 
aux numéros précités, supposer que ces déplacements ont 
la même valeur pour tous les points de la couche fluide 
situés sur un même rayon lors de Féquilibre, ce qui revient 
à prendre 

m = — ^d^dxsy 

y continuant à désigner la profondeur de la mer dont la 
densité est prise pour unité. On a ainsi 

3lV„=-J[(2/if.^+^-jsin(,iT4-f) 

7.3. 
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Ces expressions, en raison du facteur très-petit y, sont elles- 
mêmes très-petites par rapport à u et v^ ou sont du même 
ordre de grandeur que la surélévation z de la mer. Concevons 
que Ton remplace m et i^ par leurs valeurs (6) du n** 145, 
en remarquant que (f diffère très-peu de nt. Les moments 
ci-dessus se composeront de termes périodiques dont la 
plus longue période correspondra à Parc [n — i)t. Pour 
les oscillations de la première espèce, z étant très-petit par 
rapport à n, la plus longue période sera d'un jour environ, 
et n'aura ainsi aucune influence sur la précession et la 
nutatîon. II en sera de même pour les oscillations de la 
troisième espèce, en observant que i diSère peu de an. 

Qtiant aux oscillations de la seconde espèce, n — i ne 
dépendra que du mouvement annuel du Soleil autour de 
la Terre, ou la plus longue période des termes de 311/^, 311, 
sera d'une année environ, et n'aura ainsi aucune impor- 
tance sur le phénomène. 

De la même manière ^^^ ne produira aucun changement 
sensible sur la moyenne rotation de la Terre. 

Les mêmes considérations étant applicables à Tatmo- 
sphère, on voit que les pliénomènes de la précession des 
éqidnoxes et de la nutalion sont exactement les mêmes 
que si la mer et l' atmosphère formaient une masse solide 
ai^ec le sphéroïde quelles recouvrent. 

Nous remarquerons enfin que les vents alizés soufflant 
entre les tropiques d'occident en orient, dus au mouvement 
que la chaleur solaire imprime à l'atmosphère, malgré leur 
action continuelle sur la mer et les montagnes qu'ils ren- 
contrent, les tremblements de terre et en général tout ce 
qui peut agiter la Terre dans son intérieur ou à sa surface, 
n'ont également aucune influence sur le mouvement de 
notre globe, puisqu'ils n'introduisent aucun terme dans la 
somme des produits des masses par les rayons vecteurs 
correspondants. 
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§ II. Du MOUVEMENT DE LA LuNE AUTOUR DE SON 

CENTRE DE GRAVITÉ. 

169. On sait que la Lune nous présente toujours la 
même face dans son mouvement de révolution autour de la 
Terre, et que par suite les vitesses angulaires de la Lune au- 
tour de son axe et autour de la Terre sont égales entre elles, 
ou qu'elles ne diffèrent Tune de l'autre que de quantités très- 
petites et périodiques. Si, comme tout porte à le croire, la 
Lune a été primitivement fluide, elle a du s'allonger dans 
le sens de la Terre, de sorte que son plus grand axe prin- 
cipal d'inertie doit faire un très-petit angle avec le rayon 
vecteur qui joint son centre à celui de la Lune, et c'est là 
la seule hypothèse que nous ferons dans ce qui suit. II 
est évident d'ailleurs que le plus petit axe d'inertie doit être 
celui de la rotation de la Lune. 

170. Formules relatwes à la hbraùon de la Lune. — 
Nous ne changerons rien à l'état de la question en consi- 
dérant le centre de la Lune comme fixe, et supposant que 
la Terre décrit l'orbe lunaire autour de ce centre. 

Soient [fig. 23) : 

Ox, Oy les axes principaux d'inertie de la Lune,*pas- 
sant par son centre de gravité, et déterminant le plan 
de Téquateur; 

Oz son troisième axe d'inertie 5 

T la position du centre de la Terre à un instant quel- 
conque \ 

T' sa projection sur l'équateur-, 

jx le nœud descendant de l'équateur sur l'écliptique^ 

Ni celui de l'orbite lunaire; 

OZ la normale à l'écliptique; 

e l'angle supposé très-petit que forme OT' avec Taxe 
principal Ojt: dirigé vers la Terre •, 
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6 Tangle très-petit ZOz compris sous l'équateur et Fé- 

ciiptiqne ^ 
i l'angle constant et très-petit, déterminé par Torbite 

lunaire et Técliptique ; 
A, B, C les moments principaux d'inertie de la Lune 

par rapport à Oxj O/, Oz\ 
n le mouvement moyen de la rotation de la Lune autour 

de la Terre ^ 
Xy y^ z les coordonnées de T5 

A la distance OT que l'on peut supposer égale à OT'^ 
y la longitude (jcNi du nœud ascendant Nj de l'orbite lu- 
naire; 
a la vitesse angulaire des nœuds de Forbite lunaire \ 
p^ ^, r les composantes de la rotation instantanée de la 

Lune, suivant Oa:, O/, Oz^peiq étant très-petits par 

rapport à r. 

Nous supposerons que /x et N^ ont coïncidé au point X 
d^ l'écliptique au moment pris pour origine du temps, et 
nous négligerons les puissances supérieures à la première 
de 0, 1, e. 

On peut, vu la petitesse de i et 0, considérer TT' comme 
se confondant avec Tare de grand cercle perpendiculaire à 
l'équateur, rencontrant Fécliptique en Ti, ce qui donne 

x = AC0S8 = A, ^=: A sine = A.e, 
2 = TT'=/sinNiT,-»-0sinfxT'==isin(<p-H6 — 7)4-0 sin(^-H«)- 

Il vient donc, en se reportant aux n°' ^ et 159, pour les 
moments de rattraclion terrestre par rapport à Oa?, Oj, 
Ozy en négligeant devant Funité le rapport de la masse de 
la Lune à celle de la Terre, 

S(ÏL^= 3/i'(C — B)ç[/sin(<p-f-e — 7) 4- G sin(!y + e)], 
01Ly=:3/2-(A — C) [«sin(ç -f-e — 7) -f- sin(^ -f- e)], 

3 

OTl/, = -/i'(B — A) sin?. fi. 
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Oïbj, étant du second ordre est négligeable ; OIL^ peut s'expri- 
mer d'une autre manière, en remarquant que f + e est la 
latitude de la Terre comptée à partir du nœud ascendant 
de son orbite apparente et qu'elle est de la forme 

y -h « = wf + ar -H o, 
c étant une constante arbitraire, ce qui donne 

(i)^=3/i^(A— C){«sin[(/i+a)r4-c— 7]-+-0sin[f(/i-|-a)-f-c]}. 

En raison de la petitesse de pq relativement à r, et du 
coefficient A — B très-petit par rapport à C, dont ce produit 
est affecté dans Téquation du mouvement correspondant 
à Oz, on peut sans erreur sensible réduire cette équation n 

dr 3 

dt 2 ^ ' 

Si l'on néglige le carré de ou que Ton suppose cos9 = i, 
on voit que r a pour effet de faire varier Ox dans te plan 
de l'équatear. Or la vitesse relative de Ox par rapport à 

OT' est — j- dans le sens direct;, la vitesse de OT' est la dé- 
rivée par rapport au temps de la longitude de la Terre par 
rapport à la Lune, comptée à partir de l'origine X, laquelle 
peut être considérée comme fixe en raison de l'extrême 
lenteur des déplacements de l'écliptique. Cette longitude 
est, en se reportant au chapitre II, de la forme 

m -h^^Rsin {at + a') -{- const . , 

le signe ^ comprenant une somme de termes périodiques 

dont les coefficients H, a, a! dépendent de Texcentricité de 
l'orbe lunaire. Il vient donc 

dr d^e ^i „ . . / 
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et enfin, en ayant égard à Téquation écrite plus haut, 

(,) g:=_3««f^e-i2H«''^(«' + «')- 

Si l'on fait d'abord abstraction de Texcentricité de l'orbe 
lunaire, Tintégrale de cette équation est 

, = Ksin[«y/!i^Hii.r+K'], 

K et K' étant deux constantes arbitraires. Pour que e ne 
croisse pas avec le temps, il faut que B soit plus grand 
que A, ce qui est conforme à nos inductions premières sur 
la disposition des trois axes principaux d'inertie de la Lune. 
Les observations les plus précises n'indiquant aucune trace 
de ce mouvement oscillatoire, la constante K dépendant de 
Fétat initial du mouvement, ou était nulle à l'origine, ou 
son influence est depuis longtemps annulée par des causes 
étrangères. Si ces oscillations existaient, leur durée serait 



air, / C . , . . / ^ 

et en admettant, comme nous le verrons plus loin, que 

— - — = o , ooo564 9 
Ci 

on trouve que cette durée serait de a4)3i mois lunaires. 
Si l'on pose 

L étant une constante, on fera disparaître le terme en H du 
second membre de Téquation ( 2) en prenant 

(a) L = 



La différence entre les déplacements angulaires de révolu- 
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tion el de rotation de la Lune sera, en laissant de côté les 
termes dépendant de l'état initial, 

De tous les termes dont se compose 2!^ s'** (^' + ^^')» 
il n'y a de sensibles que ceux qui dépendent de Téquation 
du centre et de 1 équation annuelle. 

Nicollet a trouvé, par la comparaison de 174 observa- 
tions de la libration de la Lune en longitude, que la libra- 
tion due à Téquation annuelle a pour valeur 

L = 4'49'',7, 

et comme 

H = 666'', 7, a =71.0,0748, 



l'équation (a) donne 

B — A 



= o,ooo564. 



Mais ces observations n'offrent pas une garantie d'exacti- 
tude suffisante pour que la valeur numérique ci-dessus 

C — A 
présente la même certitude que celle de — - — que nous 

\j 

donnerons plus loin. 

La différence entre la rotation de la Lune et sa vitesse 
angulaire moyenne de révolution est 

r — « = — rp -t-2flHcos(flfH-fl') 

=_K,y/!iIHÂ3c„»[y/!!lEZl, + iL.] 

+2«(H — L)cos(af-f.«'J; 
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et comme elle est périodique, il en résulte que les deuic 
mouvements moyens seront éternellement égaux. Il n*est 
même pas nécessaire que ces mouvements aient été égaux 
à Torigine : il suffit que la rotation r de la Lune ait été 
comprise entre 



.-K^i!?^, .^Eyîiî, 



») 



limites à la vérité assez resserrées à cause de la petitesse 

de K et de — - — » mais suffisantes pour faire disparaître 

Finvraisembiance d'une égalité parfaite, à l'origine, entre 
les deux mouvements moyens. 

171. Du mouvement de Véquateur et de la 'variation 
de son inclinaison, — Les équations du mouvement de la 
Lune correspondant à O x, 0/ deviennent, en y supposant 



B^-+-(A— C)/i/?=3/i*(A — C)[esinç-l-«sin(/n-a)r4-c]. 

Soient (fig- a3) P et y^; les pôles de l'écliptique et de 
la Lune, supposés à une distance de O égale à Tunité; 
Pp sera sensiblement recliligne, et en désignant par 5, y ses 

projections sur Ox, Oj, les dérivées — » — seront les com- 
posantes correspondantes de la vitesse du point P dans son 
mouvement relatif par rapport à la Lune. Or, la vitesse 
d*entrainement de ce point, considéré comme invariable- 
ment lié à la Luiio, a pour projections sur Oor, Oy 
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et comme le déplacement de P ou de Técliptique dans 
l'espace est extrêmement lent, on peut négliger la vitesse 
absolue de ce point par rapport kr^ q^ p^ s^ s!^ et écrire 
tout simplement 

ds , ds' 

d'où l'on déduit 

Aj+(C-B)/iy = -A^H-»J(A4-B-C)+/.V(C-B), 

aJ+(A-C)«/,=-[a^-/.^(A+B-Q-«',(A-C)]. 

Les équations (3) donnent par suite, en remarquant 
que 5 = — sincf, 5' = — coscf, 

...]d^s ^/ A4-B--C \ 
^^^\di^'"'di[ B— j 

— 4«'^(^^^)=-3/i'^^^j/sin[(«-i-a)^+c]. 

On satisfera à la première équation en même temps que 
Ion fera disparaître le second membre de la seconde, en 
posant 

s =Wsin {nt-hat-h c), 

5' = W'sin {nt-i-at -+- c), 

W, W étant deux constantes qui ont pour valeur com- 
mune, en négligeant les termes du second ordre en a, 
A — C, A — B,B — C, 

0«(A— C)-|- 2Aa 



364 TRAITÉ ÉLÉMEJNTAIRE 

d'où 

!^ . 3/i(A — C)ism(nt-\-at'hc) 
, ^ 3/î (A — C) i cos( nt -h oLt-^e) 
s = — 9cos(p = ^=^ ^ • • 
^ 3/i(A— C)-h2Aa 

Si les conditions initiales du mouvemenl ont disparu, ou 
devra se contenter de ces formules, d'après lesquelles Vin- 
cUnaison de Véquateur lunaire sur técUptique 9 consente 
une valeur constante^ donnée par 

3/7(A— C)/ „ ^ C— A la 9 

B = ^ 9 d oit = • « 

3«(A — C)-h2Aa A 3« /-+-G 

et Fou aura 

ce qui signifie que la vitesse des nœuds de téquateur^ re- 
latiuement au rayon vecteur mené au centre de la Terre, 
est la même que celle des nœuds de V orbite lunaire^ si 
donc les deux lignes des nœuds coïncident actuellement^ 
cette coïncidence se perpétuera éternellement, ce qui est 
conforme à robservalion. 

D'après les observations les plus exactes, on a 

- = 0,004019, = 1028' 45'% / = 5°8'48"; 

par suite, 

-^-- — =: o , ooo5g4. 

Les termes qui dépendent des conditions initiales du 
mouvement s'obtiennent en intégrant les équations (4) 
sans second membre, et l'on trouve, en posant 



3 A-C ,, /(A— C)(B-C) 
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et désignant par P, P, I, I' quatre constantes arbitraires, 

1^ = P sm{ie-{- 1) H- F sin (/7 4- T ), 
/=Pcos(/f4-I)4-2P' \/^ — ^cos{/'^-f.r). 
y B — c 

Pour que les valeurs n'augmentent point indéfiniment, 
il faut que (A — C) (B — C) soit positif, et c'est effeclive- 
ment ce qui a lieu d'après ce que l'on a vu plus haut. 

Pour obtenir les valeurs complètes de s^ s\ il faudrait 
ajouter entre elles celles qui sont données par les foi'- 
mules (5) et (6). Mais comme, d'après l'observation, 9 est 
sensiblement égal à nf + af, il s'ensuit que les arbitraires 
P, P sont très-petites ou insensibles. Ainsi se trouve vérifié 
pour la Lune, comme nous l'avons fait pour la Terre, le 
principe posé au n** 131 , et qui doit naturellement s'étendre 
à tous les corps célestes. 

Quant à l'action du Soleil sur la Lune, dont nous n'avons 
pas tenu compte, elle peut être négligée vis-à-vis de celle 
de la Terre; car les coefficients des moments 311/^, OU/,, SIL,, 
pour la Terre et le Soleil, sont entre eux comme les carrés 
des vitesses angulaires de la Lune et du Soleil autour de la 



Terre, et ce rapport n'est que 
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§ lU. — ■■ Du MOUVEMEJ^T Î)ES ANNEAUX DE SatuUKE 
AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 

172. Nous avons vu, en traitant de la figure des anneaux 
de Saturne, que chacun d'eux est un solide dont le centre de 
figure coïncide à peu près avec celui de cette planète, mais 
dont le centre de gravité doit se trouver en un point diffé- 
rent. Ce centre tournant autour de la planète dans le même 
temps que l'anneau, ce dernier tourne autour de son 
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ceutre de gravité dans le même temps qu'autour de Sa- 
turne. 

Nous allons chercher à déterminer la cause en vertu de 
laquelle ces anneaux se maintiennent constamment dans le 
même plan^ malgré Faction du Soleil et des satellites, qui 
doivent produire sur eux des mouvements de précession, 
diiTérents de Tun à Tautre, et ayant, par conséquent, peur 
tendance de faire sortir les anneaux de leur plan. 

Nous supposerons d'abord que l'anneau se réduit i une 
simple circonférence matérielle, dont le centre difRre très- 
peu du centre de gravité de Saturne, et dont le plan fasse 
un petit angle avec l'équateur de cette planète. 

Soient (fig* 24) = 

O le centre de Tanneau ; 

C celui de Saturne ; 

C la projection de C sur le plan de l'anneau; 

G le centre de gravité de l'anneau ; 

Gx la parallèle menée en ce point à la trace de Téquatenr 
de Saturne sur le plan de l'anneau; 

Qy la perpendiculaire à cette droite dans le plan de l'an- 
neau, laquelle est parallèle à OC; 

Cz' Taxe de rotation de Saturne; 

G 2 la perpendiculaire en G au plan de l'anneau; 

l'angle très-pelît formé par Gz et Cz' ou par les plans 
de l'anneau et de l'équateur de Saturne; 

a, i, clés coordonnées de C parallèles à Go:, Gy^ Gz\ 

CL la distance OC; 

m la masse d'une molécule de l'anneau ; 

x> sa distance au point C ; 

\L le cosinus de Tangle qu'elle forme avec C z' ; 

R le rayon de l'anneau, le rayon moyen de Saturne étant 
pris pour unité. 
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Nous prendrons également la masse de Saturne pour 
unitë, et nous négligerons les termes du second ordre en 6, 
c et «. 

Si, comme il est naturel de le supposer, on admet Tétat 
de fluidité primitif pour Saturne, et pour forme celle de 
réquilibre correspondant, et si Ton a égard à la rotation 
dont il est animé, l'attraction qu^il exerce sur le point m 
dépendra de la fonction 

E étant l'aplatissement et cf' le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à Téquateur (105). Quand même on rejet- 
terait cette hypothèse, on pourrait toujours, pour une va- 
leur un peu grande de &, admettre cette formule \ car le coef- 
ficient de - dans l'expression précédente et dans le déve- 
loppement général du potentiel du sphéroïde ne différera 
que d'un terme dépendant de cos2ct (n*** 72 et suiv.), le- 
quel n'aura aucune influence sensible sur le déplacement de 
l'anneau, puisqu'il ne donnerait lieu, dans l'attraction sur 
ce dernier, qu'à des termes dépendant de la rotation très- 
rapide de la planète sur elle-même, que l'intégration ren- 
drait très-petits, et que, d'ailleurs, l'observation n'accuse 
aucun déplacement de cette nature. 

Le cosinus /x de l'angle z'Cm, qui serait nul avec B et c, 
étant du même ordre de grandeur que ces mêmes quantités, 
il est permis d'en négliger le carré et de supposer t. = R 
dans les coefficients qui affectent sa première puissance. 
La composante de l'attraction de la planète sur m estimée 
suivant Cm se réduit ainsi à 

d\^ I ^-\) 
dr x} -v* ' 

et a elle-même pour composantes, en continuant l'approxi- 
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mation admise, 

-A 

suivant C'/i?, 

suivant Gz. 
La composante de l'attraction suivant la méridienne 

^' ^v^f*"~ V* ~ R^ 

donnera, en la changeant de signe, une composante égale 
suivant C2' ou GZ, et une composante du second ordre ou 
négligeable, dans le plan de Tanneau. Il résulte de là que 
les composantes de l'attraction exercée par Saturne sur m, 
suivant G:r, Gj^, Gz, ont pour composantes 




R< 

Il est même inutile d'avoir égard au second terme de Z, 
qui donnerait pour toutes les molécules de l'anneau une 
résultante passant par son centre de gravité et qui n'in- 
fluerait ainsi en aucune façon sur le mouvement de rota- 
tion de l'anneau. La projection de v sur O2' étant égale à 
Ut ou \\ — c — (/ — J) 0, il vient 
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et) en continuant à négliger dans Z les termes constants, 






ro. 



On a, par «uite, pour les moments, par rapport à Ox et 
O^, de l'attraction de Saturne sur Tanneau, 

ait, = S.Zr = ^ j^, '^' «s . my\ 

S. ayant la signification ordinaire de somme. 
Cela posé, soient 

x\ y' les coordonnées de m parallèles aux axes princi- 
paux G j/, Gj^' de l'anneau passant par son centre de 
gravité 5 

A, B les moments d'inertie correspondants \ 

y l'angle formé par Go:, Ga/. 

On a 

A = S. m/S B = S./wx'S 

â: = â:'coSf — j' siny, jr = a:' siny4-y COS9, 

S . my^ = A sin^y 4- B cos'f , 

S.wix^= (A — B)sinf cos^, 

et enfin, en remarquant que les moments de l'attraction 
de Saturne par rapport à G a/, Çmj^ ont pour expressions 

. dlLy = JIL« oosf + ^^-sinf, ^^^ = OPL/^ ces y — 3Tt, sin y , 

on trouve 




[31ly=Y-^yBesiny. 
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173. Il nou» reste mamtenant â calculer le moment 3^^ 

autour de G ^ ou 

OK,=:S.(Xr — Yx); 

or cette expression, de même que celles de X, Y, étant in- 
dépendante de l'orientation des axes Ox^ 0^, supposons 
momentanément que ces axe& coïneidient avec Ox\ Ojr\ ce 
qui revient à supposer 

on a de plus 

S . mx = o , S . niy = o , 

et comme le triangle C'O/w donne 




Maïs il est inutile d'avoir égard à ce moment; car, puis- 
qu'il dépend de a ou qu'il est périodique, comme le mouve- 
ment relatif de Saturne de G, il ne peut affecter la moyenne 
valeur de la rotation r. 

m. Considérons maintenant les valeurs de ^TL^^, ^^r'j 
SU', relatives à un astre quelconque L fort éloigné de l'an- 
neau et supposé rapporté aux axes principaux de Tan- 
neau. On a, d'après le n^ 58, en remarquant que C= A-f- B, 
t. représentant la distance moyenne de L et de G, 
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Dans le calcul de y, y\ z^ nous pourrons sans erreur 
sensible supposer que G représente le centre de gravité de 
Saturne. 

Soient {^fig* 25) : 

Gx l'intersection de latineau et de Téqùatenr de Saturne ; 

Gd 1 intersection de cet équateur avec l'orbite de L con- 
sidérée comme fixe ; 
^ Tangle formé par GI avec Ga:^ 

^ Tangle compris sous les plans de Torbile et de l'équa*- 
teur^ 

f^ Fangle que forme GL avec GI, 

«t conservons les autres notations adoptées plus haut. 

Letrïai^le sphérique Lxl donne 

ir=:rcosL;r = t(cosp cosip — sinpskiip cosO'). 

ILa projection de \. sur la perpendiculaire à Gx dans le plan 
<ie l'équatear s'obtient en changeant (J; en — (90** — ^) dans 
Texpression précédente qui devient 

x, (cosr sinip + sin*' cos^ cosô'). 

Enfin H étant le pied de Parc de grand cercle abaissé per- 
pendiculairement de L sur Téquateur, on a pour la distance 

<le L à ce plan 

V sili LH ^=%,^xiv sin ô' • 

On tire de lB,«n négligeant le carré de d^ 

y =3X'(oosf sin^I* -4- »n p cos^ cosô') — t, sin*» sinÔ'. ô, 
z-=ix, (cosiy sin^j; -f-sinp cos^^ ces 9') -f- 1. sin p sin 9'. 

D^autre part, <m a 

4/ = â;coSf — /sin?i 
jr' = j: sin y + j ces y , 

<i^aà L'on déduit, en supprimant les termes en sinus et co-^ 

24. 
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sinus de 2(f et des multiples de i^ qui deviennent insen- 
sibles par les int^rations, 

3Tt, =0, 

3IjB r 

3Tly = — . — j- sinO' cosO' siir(f — >(») 
^ L 

/ X j H-(cos»ô' sin'O'jesiny sin»ô'sin(f — 2)|») r 

31l/jj/ = — j- |siDO'cosO'cos(7— >I») 

H-(cos'ô' sin^e'l ôcoscp sin»ô'cos(y— 2i|») K 

On a donc 



dr (B-A) __ 
£//■*" C 



\ 7; — pq = Oy 



cl comme p el q sont supposés très-petits et que leur pro- 
duit est négligeable, la composante r de la rotation de l'an- 
neau ne subit pas de variations appréciables. 

Quant aux autres équations du mouvement^ nous les 
obtiendrons en égalant respectivement aux sommes des va- 
leurs (i) et (2) de 311/^ et ^Vuyj la première «t la seconde des 
expressions (a) du n° 171, où l'on a posé 

5 =r= — ces y, s' = — sin 7 ; 

et en remarquant que C = A H- B et posant 

( 'f'\ 

R* t' \ 1 j 



on trouve 



d^s' 3L r 6 1 

-j^ -HX2/== — ^ sinô'cosO' cos(^ — ^^) — - sin'ô' cos(f — 2>I») h 

— 4- >*5=: — j sin0'cosô'sin((p— -il;) sin»0'cos(<p — ^^H.h 
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et, en négligeant dans les seconds membres les termes en 9, 

l d^s' 3L 

— -- 4- X'/ = — - sinô' cosO' cos(q» — ^). 

— — h Vj = — ; sinr cosO'smfo — >L). 
dr Hxr 

Or, en négligeant le carré de 6, on a rfcp — <i^ = rt, d'où 

f — ip = /t -h coDst.; 

il suit de là que les équations précédentes ont pour inté- 
grales 

,, . /> i.T% 3L sinô' cosô' , . . 

5 = MsiD(>fH-N)-4-— 3- ^,_^, cos(y — >|;), 

/ .M /^ i.T,x 3LsinO'cos0' , 

^'=Moos(Xr-hN')-h^3.^jj— ^cos(7— ^P), 

M, M', N, N' étant des constantes arbitraires. 

Pour que 0= sjs^ -+- 5" reste constamment très-petit, il 

r HT Tiit/ 3Lsinô'cosô' . .,, ,, 

faut que M, M, — — ; — soient peu considérables ; or 

cette dernière quantité ne serait pas très-petite si Saturne 
était parfaitement spbérique, car elle deviendrait 
sinO' cosO' 

cos^ô' sin'Ô) 

2 

et serait par conséquent très-sensible. 

Si la planète est aplatie par suite de son mouvement de 
rotation, cette quantité a pour valeur 

— - sm 9' ces ô' 

(6) ^!l 

H^"2J 3L/ .__i^.^ A 

R* 2t,3 \ 2 / 

Supposons que L soit le Soleil-, soient vi la distance du 
centre de Saturne à son dernier satellite, et T, T les du- 
rées respectives de leurs révolutions sidérales ; on a, la 
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masse de Saturne étant toujours prise pour nnité. 






Xes observations donnent, en prenant le demi-diamètre 
de Saturne pour unité, 

T = 10759^,08, 
r =79^,3396, 

t.|=:59,l54f • 

ô' = 29^,7. 

On s'éloigne peu de la vérité en prenant R = 2, et l'on 
trouve pour la valeur de l'expression ((3) 

o",ooo55955 

2 IO'3 

Pour que cette quantité soit tris-petite, il faut que 

E — — ait une valeur sensible, et alors Panneau, et, par 

suite, les divers anneaux de Saturne seront maintenus dans 
un même plan sous Taction de la planète. Telle est la cause 
de ce phénomène, qui a conduit Laplace au mouvement de 
rotation de Saturne avant que l'observation de ses taches 
Tait fait découvrir. 

Il est visible que ]a coïncidence des anneaux dans un 
même plan ne sera pas modifiée par le cinquième satellite 
de Saturne, qui donne un terme analogue a celui du Soleil, 
ni par leurs actions mutuelles, ni par celle des autres satel- 
lites de Saturne qui se meuvent à très-peu près dans leur 
plan. 

Nous empruntons à la Mécanique céleste les considéra- 
tions suivantes, qui termineront ce chapitre : 

« Un anneau pouvant être considéré comme une réunion 
de satellites, on conçoit que l'action de Saturne qui main- 
tient ses divers anneaux dans le plan de son équateur doit 
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par la même raison maintenir dans le même plan les orbites 
de ses satellites situés primitivement dans ce plan. Réci- 
proquement, si les divers satellites d'une planète se meuvent 
dans un même plan fort iodiné sur celui de son orbite, on 
peut en conclure qu^ils y sont maintenus par l'action de son 
équateur et qu'ainsi cette planète a un mouvement de rota- 
tion à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ces 
satellites. On peut donc affirmer que la planète Uranus, 
dont les satdlites se meuvent dans un plan presque perpen- 
diculaire à réclîpiique, tourne elle-même autour à'jxn axe 
très-peu incliné sur Técliptique. 

» Les termes de l'expression de qui dépendent de l'ac- 
tion du Soleil et du dernier satellite de Saturne étant insen- 
sibles, et les dimensions de l'anneau n'entrant point dans 
les autres termes, il est clair que si plusieurs anneaux con- 
centriques sont attachés ensemble et se meuvent à peu près 
dans le plan de Téquateur de Saturne, Faction du Soleil et 
du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement. 
Ainsi le résultat otnenu pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa largeur, a également lieu pour un anneau d'une 
largeur quelconque. La seule partie de S qui puisse être 
sensible, dépendant de constantes arbitraires et étant indé- 
pendante de la position de Féquateur de Saturne relative- 
ment à son orbite et à celle de son dernier satellite, il en 
résulte que cet équateur, dans le mouvement très-lent 
que l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, em- 
porte avec lui les plans de ces anneaux et des orbites des 
sftiellites situés primitivement dans ce plan. C'est ainsi que 
»ous avons va que le plan de Técliptique dans son mouve- 
ment séculaire entraine les plans de Tequateur et de l'or- 
bite lunaire, de maoière a rendre constante Tinclinaisou 
mutuelle de ces trois plans et la coïncidence de leurs inter- 
sections. » 
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CHAPITRE IX. 

DE LA CHALEUR TERRESTRE. 



175. Rappel des priugifes fondamentaux- de la théorie 

MATHÉMATIQUE DE LA CHALEUR. Soîcnt : 

du^ dxs* les volumes de deux éléments matériels m, ml 
d'un corps homogène, en deux points où les tempéra- 
tures sont respectivement Vj et V, , la première étant 
supposée inférieure à la seconde *, 

r la distance de ces deux éléments \ 

F (r) une fonction de la dislance dépendant de la nature 
du corps, qui décroit rapidement quand r augmente, 
et qui devient insensible ou nulle lorsque r atteint ou 
dépasse une certaine limite r^ très-petite et du même 
ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
laires. 

Une induction théorique tirée des résultats de l'expé- 
rience conduit à représenter par 

^[r){y\—y,)drsdxn'dt 

la quantité de chaleur envoyée de m' à m dans le temps dt^ 
l'excès de température V^ — Vi étant naturellement très- 
petit comme la limite Ti, en vertu de la continuité que pré- 
sentent les phénomènes naturels. 

Soient Ox, O^, Oz trois axes rectangulaires, dtù un élé- 
ment superficiel d'un plan P parallèle à zOj^ et propo- 
sons-nous de calculer la quantité de chaleur e qui traverse 
cet élément dans le temps dt-^ il nous suffira, pour arriver 
à ce résultat, de faire la somme des quantités de chaleur 
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envoyées par les particules ni du corps inférieures à P, aux 
molécules m supérieures au même plan, et situées sur les 
diiSférents rayons partant de ni qui rencontrent dtù dans 
l'intérieur de son périihètre. 

Soient : 

a:, y, z les coordonnées du centre de gravité G de rf« ; 

V la température en ce point -, 

X -^l^y -^-h^ ^ H- 1 les coordonnées de m ; 

a: -}-/', y 4- A', ^ H- V celles de ni. 

Les quantités /, l\ A, A', /t, V étant très-petites d'après le 
principe élémentaire établi plus haut, on peut en négliger 
les secondes puissances et les produits entre elles, et poser 

dS ' dS dy 

dx dy dz 

et l'on a, par suite, pour la quantité de chaleur cherchée, 

I == £/r r^ Ç{V - /) F (r) rfo dm' 

4.^ Ç{h!^h)Y[r)dvidvi'^^^ Ç{h!-k)Y[r)dmdm'Y 

Les valeurs des intégrales qui entrent dans cette expres- 
sion sont indépendantes de la forme et des dimensions du 
corps, puisque les éléments qui composent chacune d'elles 
deviennent insensibles ou nuls, pour des valeurs de r que 
Ton doit considérer comme infiniment petites par rapport 
à ces dimensions. 

D'après l'hypothèse de l'homogénéité du corps, ou du 
groupement symétrique de ses particules, supposées toutes 
de même volume, par rapport à la parallèle à Or menée 
par le point G, il correspond à chaque valeur de /' deux sys- 
tèmes de A, A', A, }i identiques, mais avec des signes con- 



376 TRAltÉ ÉLÉMEUTAIRB 

Craires, et les deux dernîireB intégrale» de $ s'annulent par 
suite. Il yieot donc tout simplement. 

Déterminons d'abord la portion e' de Tintégrale relative 
à celles des molécules m' et m pour lesquelles la distance r 
reste constante en grandeur et en direction . Les molécules m! 
forment un cylindre oblique parallèle à r, ayant pour base 
d(ù^ et Ton peut prendre 

clxg' = dt^dr; 

de plus, on a 

/ — /'=rcos(r, «), 

et comme la limite de /' est r cos ('•5 -z), il vient 

d\ 
g'=z^dt— F (r)r^ ces (r, z)disd(û. 

On déduit facilement de là ^ 

dV r 

s= — dc — d(û j V (r)r^co&^{r,z)dT3j 

Tîntégrale s'étendant à toutes les molécules m supérieures 
à <iw, et à toutes les valeurs de r pour lesquelles F (r) ne 
devient pas insensible. Mais alors elle a la même valeur 
pour tous les points du corps ; elle est de plus positive 
comme tous ses éléments^ ce qui devait être, puisque le 
mouvement de la chaleur a lieu de la plus chaude à la plus 
froide des deux parties du corps séparées par dbi. Nous 
sommes ainsi conduit h poser 

g = — a -r- d(ù ctt, 
dx 

sL étant une constante positive dont la valeur dépend de la 
nature du corps que l'on considère. 

l.e flux de chaleur en un point d'un corps, estimé sui- 
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vant une direction O x, est la quantité de chaleur — a — 

rapportée à Tunité de temps et à Tunitéde surface qui tra- 
verse un élément plan passant par ce point et perpendicu- 
laire à Ox. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant Tun 
de ses sommets au point g^ et pour arêtes correspondantes 
dx^ ffy^ dz. La quantité de chaleur -qui, dans le temps dt^ 
entre <lans cet élément de volume par la face djdz = cico, 
est 

— adYdZ"rrt 
dx 

et celle qui en sort par la face opposée, 

^ ^ idy d^y , \ 
-.dydzi^—-,- — d.y. 

d'où, pour la différence, 

d^V 
a -^ — dcdydzdt, 

dx^ -^ 

En appliquant le même raisonnement aux deux autres sys- 
tèmes de faces du parallélépipède, on trouve qu'il a absorbé 
la quantité de chaleur 

qui a servi à échauffer de dV le volume dxdydz ou à pro- 
duire un effet calorifique mesuré par /3 dxdjdz . rfV, (3 étant 
une constante spécifique du corps, du moins pour des va- 
riations de température qui ne dépassent pas certaines 
limites, ce que nous supposerons dans ce qui suit. Il vient 
donc, en égalant ces deux valeurs, et désignant par k le 



rappc 


>rt2, 

a 




;«) 




d'Y d'Y d'W _ dV 

dx' ' dy'' ' dz^ ~ dt ' 
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Telle est réquation fondamentale de la théorie mathéma- 
tique de la chaleur. 

Si le corps peut arriver à un état d'équilibre de tempé- 
rature 9 — devenant alors nul, on retombe sur Téquation 

aux diiSférentielles partielles à laquelle nous avons été con- 
duit dans Fétude de Tattraction des corps. 

En se reportant au n^ 72, dont nous conserverons les 
notations, on voit de suite que Ton a pour la transformée 
de cette équation en coordonnées polaires 

176. Condition relatii^e à la surface dans le cas d^une 
sphère, — Le flux de chaleur qui s'échappe de l'élément d(ù 
de la surface de la sphère de rayon «i, que nous considé- 
rerons exclusivement dorénavant, est très-sensiblement 
proportionnel à l'excès de sa température sur celle V' du 
milieu ambiant, lorsque cet excès ne dépasse pas une cer- 
taine limite, comme nous le supposerons dans ce qui suit. 
Nous aurons donc, en désignant par h une constante dont 
la valeur dépend de la nature du corps etde celle du milieu, 

dy 

(2) _ =:A(V— V') poura = a„ 

condition qui, jointe à l'équation (1), permettra de déter- 
miner la fonction V. 

Les formules (i) et (2) étant linéaires, V se compose de 
deux parties, lune dépendante de V ou des causes échauf- 
fantes à l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui 
résulte uniquement de la manière dont la chaleur a été pri- 
mtivement distribuée dans la sphère. Pour déterminer 
cette dernière, il suffira de remplacer la condition (2) par 
la suivante 
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qui correspond à Thypothèse d^une température extérieure 
uniformément nulle ou constante, V représentant, dans ce 
dernier cas, l'excès de la température variable sur la con- 
stante. 

177. Intégration de V équation du moui^ement de la cka' 
leur dans une sphère homogène^ primitiv^ement échauffée 
d'une manière quelconque, en prenant pour zéro la tem- 
pérature extérieure, — On peut supposer que r est exprimé 

par une suite de termes de la forme E "" " Uy — 5 E étant la 

base du système de logarithmes népériens, a une con- 
stante, Uy une fonction sphérique de u et p, indépendante 
de r, satisfaisant à l'équation (5) du n® 73, et Ry une 
fonction de r seul. En substituant le terme précédent dans 
l'équation (2), et posant x = a sak^ on obtient 

Admettons que Ry soit de la forme 

[b) Ry=:E'*'^2A..x--'+S 

i étant un nombre entier qui peut varier depuis zéro jus- 
qu'à l'infini, et A.- un coefficient indépendant de x. Si l'on 
substitue cette valeur dans l'équation (3) et que l'on com- 
pare les puissances semblables de x, on trouve 

(ï-+-l)(2v — l)A, + ,4-2 V^— l(v--/)A,=:0, 

formule d'où résulte que : i*' Aq reste indéterminé*, tP la 
valeur d'un coefficient quelconque est 

(-2v/=T/v(v-i)( v— 2)...(v~/ + î) Ao, 

[c) Ai=- 



I .2.3. . .«.2V.2V — I .2V 2. . .2V 1*4-1 



3® pour i^v -f- 1, A, est nul, et la valeur ci-dessus de Ry 
sera composée* d'un nombre fini de termes égal à v H- 1. 
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En remplaçant ^ — i par — \/ — i dan^ la formule (A) 
ou (c), on aura une seconde ralenr de Ry reilfermâtrt ^a-> 
lementune constante arbitraire A'^, dont la somme atec 
la précédente, satisfaisant encore à l'équation (3), en sera 
par suite l'intégrale complète, et Ton aura sdnsi 



( — 2v^^)v ^ (— av'— lyvfv— il 

X-V-+- i 1 L jB-v+i _|. V V ^__j J , 

2v 1 .a. 2y.2y — I 



(— 2v/^^)*v(v — i)(v — a) 



.1.3.2V.3V l.2>*— a 



jr-'^^-H. 



s-'^^-A^r 



(av—t)» (2\/— iV»(v — 1\ 

2v i.a.av.av — 1 

_^ (av/^>v(v-i)(v-a) ^,^ _j_ 



] 



Si Ton fait maintenant disparaître les inaaginaires à Faîde 
de leurs valeurs en sin et cos, que Ton pose 



I — 



• ^— A.V, 



I .2.2V. 2V —I 

2*.v(v l) (v — 2)(v — 3)j?* 

1 .2. 3. 4. 2^.2 V I .2V — 2.2V — 3 

2v.r 2^v(v — i)(v — 2).r^ 

2v I.2.3.2V.2V — r.2^ — 2 

^ 2*v(v~l)(^-2)(.~3)(v~4)-'^ ^ 

1.2. 3.4.5. 2V.2V I.2V 2.2V — 3.2V — 4 " 

ri ntégrale ci-dessus prend la forme 

Ry = Bv^-" (Xysino? — Xy cos:c) 

-h By x-'-* (Xy cosx -f- Xy sin x), 

tin désignant par By, By deux constantes arbitraires substi- 
tuées à Ao, A\ dont elles dépendent. 

Dans le cas qui noms occupe, la fonction — doit conserver 
une valeur finie au centre de la sphère ou pour j? = o ; mais 
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comme elle «e rëduît à B'vX*<^+*^ pour une valeur infini- 
ment petite de x, en négligeant les puissances de cette va- 
riable d*im ordre supérieur à — (v -h i), on voit que pour 
qu'elle reste finie il faut que Ton ait By ss= o. Nous devrons 
donc prendre tout simplement 

(4) Rv = Bv«~"''(XySina: — Xy cosj:). 

Substituant cette valeur dans la formule (2') et désignant 
par Xi ce que devient x à la surface, ce qui revient à poser 

on trouve 

l sm jr, hX^xr-' 4- 1 h — Xy xr»* ) j 

1 \ a, da:, a, j \ 

(5) \ / / \/ = ^* 

f— €osx,l /^Xy^r'-h- — ~ 'XyX-" I 

\ \ a, dxy a, /} 

Cette équation est transcendante et donne pour Xi et 
par suite pour a une infinité de valeurs auxquelles corres- 
pondent autant de fonctions Uy qui se détermineront 
dVprès Tétai initial de la chaleur de la sphère, comme 
nous allons le faire voir. 

178. Déterminaiion des fonctions Uy par l'état initial 
de la chaleur. — Nous supposerons la valeur initiale de la 
température développée en fonctions sphériques Wy de xs 
et jix, dont les coefficients seront eux-mêmes des fonctions 
connues de a. 

Soient R^J*\ R^*\ . . . , les valeurs de Ry correspondant 
aux différentes racines de Téquation (5). En identifiant à 
Wy le terme en Uy de V après y avoir supposé f = o, on 
obtient 

(B(")R«-(-BWR(">-i-...)^=:W„ 

d'où résulte un système d'équations de la forme 

{d) «,(«) = f';'r1°^-+-f«rw+. ., 
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(p [a) étant un coefficient de Wy, et FJ,°\ . . . , les constantes 
arbitraires qui se trouvent dans le premier membre de 
l'équation ci-dessus, en supposant le produit effectué, et 
qui sont les inconnues de la question. 
Maintenant on a 

«/o 

En effet, R^° et R J étant nuls pour x = o, on a 

Le premier membre de celle équation devient, en y rem- 
plaçant les dérivées secondes par leurs valeurs déduites de 
l'équation (3), 

•/o 

a(°), «(') étant les valeurs de a correspondant aux racines 
de l'équation (5) qui déterminent R^°\ R|,'\ 

D'autre part, de l'équation à la surface (a'), dans la- 

R 

quelle on substitue — à la place de V, on déduit 

d'où résulte que le second membre de Téquation (e) est 
nul, et que par suite il en est de même du premier (e'), 
puisque a^°^ est différent de a^^\ ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

En multipliant donc la relation (d) par R[*^da^ et inlé- 
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grant de o jusqu'à «t, on trouve 









et l'on obtiendra les autres coefficients, en remplaçant suc- 
cessivement rîndice o par i , 2 , 3 , . . . . 

On déduit de ce qui précède le théorème suivant : 

Si l'on pose 



X <"•"' 



-9 

'da 



OL^'^ n'étant pas nul, l'expression de la température V après 
un temps quelconque sera 

V =' 00 

Dans le cas où Tétat initial de la chaleur ne dépend que 
de a, Wy étant nul pour v ^ i , V se réduit à Q^. 

179. Température finale de la sphère, — L*une des 
racines de l'équation (5) est nulle, et correspond à l'état 
d'équilibre de température de la sphère. Dans ce cas l'équa- 
tion (3) devient, après y avoir remplacée: par sa valeur 
en a. 

On trouve facilement, eu posant Rv= ua\ pour Tinté- 
grale complète de cette équation, 

Cj,, C^ étant deux constantes arbitraires ; mais comme cette 

25 
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fonction doit conserver au centre une valeur finie, il faut 
que Cy = o, et nous devrons prendre tout simplement 

(6) Rv = Cv «'•'"*-'. 

La condition (a') donne Cv= o, de sorte que Tétat initial 
de la chaleur de la sphère n^a aucune influence sur sa tem- 
pérature finale, qui ne dépend dès lors que de la partie de V 
qui ne renferme pas le temps. Supposons que cette partie 
soit développée en une suite de fonctions sphériques iX, 
l'équation (2) donnera, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

d'où 



et pour la température finale, 

180. État pénultième de la chaleur dans une sphère 
d'un grand rayon, — Lorsque le rayon a^ de la sphère esi 
très-grand, l'équation (5) se réduit approximativement à 
la suivante 

(5') Xvsinj;, — X.^cosj7, = o, 

qui permet de reconnaître que la plus petite valeur de Xi 
autre que zéro est tt pour v = o, est comprise entre?: 

3 3 

et - 7r pour v = i, entre - tt et 2 7r pour v = 2, etc. Pour 

une même valeur de v, les exponentielles disparaîtront les 
unes après les autres, d'après l'ordre de décroissance des 
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quautiléç x, ou a ; de la même manière, tous les termes 
correspondant aux plus petites valeurs a' de a disparaîtront 
dans l'ordre de grandeur de v, de sorte qu'avant rétablis- 
sement de la température finale il ne restera de sensible 
que le terme 

V = E-«''Uo-". 
a 

A cette époque Xiy comme nous venons de le voir, est sen- 
siblement égal à 7r, mais l'équation (5) donne plus exacte- 
ment 



d*où 






par suite 

en remarquant que l'arbitraire Uopeut être supposée égale 
à l'unité. 

A la surface on a 



(9) 






en désignant par G la valeur de Vj à l'origine du temps, 
et la formule (8) peut encore se mettre sous la forme 

(8'^ V=^^.E~-l^('~^)sinii.f.--^V 
d'où • 

pour la température au centre qui est incomparablement 
plas grande qu'à la surface. 

25. 
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U augmentation que subit la température lorsque Ton 
descend à une profondeur e très-petite au-dessous de la sur- 
face est — 6 ( -y- ) ou, en vertu des formules [2!) et (9), 

-— ("i-— V 

(,o) //8V. = //eGE "î^V «.V» 

et l'on voit qu'elle est indépendante du mode d'échauffe- 
ment de la sphère. 

181 . Application au globe terrestre. — Nous considé- 
rerons la Terre comme une sphère composée de couches 
sphériques concentriques, homogènes, dont la densité aug- 
mente de la surface au centre, conformément à ce que nous 
avons dit au chapitre IV; mais nous admettrons que le 
coefficient de dilatation, la capacité calorifique et le pou- 
voir émissif ont respectivement la même valeur pour toutes 
ces couches. Nous supposerons de plus que la température 
est la même en chaque point d'une couche ou que Y est 
indépendant de |x et cj. 

A la surface de la Terre la température moyenne ou la 
portion de V indépendante du temps est assez bien repré- 
sentée, à différentes latitudes, par la formule 



V' = U.-hU'. = -i70,78-t-45»,28Vi — pS 

déduite d'une autre proposée par M. Brewster, en substi- 
tuant ïiux degrés de Fahrenheit les degrés centigrades. Si la 
Terre avait atteint son état d^équilibre de chaleur, on au- 
rait, d'api^ le n° 179, 



v-=. 



:^78-^-45^ 


Ji8 




VI- 


I 



et cette température finale, en raison de la grandeur du 
rayon terrestre ai ^subirait des variations très-lentes près de 
lasurfatx^et qui seraient insensibles dans les mines les pins 
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profondes. L'augmentation de température observée à me- 
sure que l'on pénètre dans rinlérieur de Fécorce terrestre, et 
qui est de i degré par 33 mètres de profondeur (*), semble 
donc indiquer que noire globe n'est pas encore arrivé à son 
état final de température, et nous sommes alors conduit à 
étudier ce qu^il peut résulter de l'hypothèse où sa chaleur 
propre serait parvenue à son dernier état de mouvement, 
défini par les formules du numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque actuelle pour origine du 
temps, en considérant £ comm<^ négatif ou positif selon qu'il 



(*) L'opinion émise par Poisson est que la région centrale de la Terre, en 
raison de sa haute température résultant de cette loi étendue à toutes les 
profondeurs, ne peut se trouver qu'à Vétat gazeux, et il considère la pres- 
sion due au poids des couches supérieures comme insuffisante pour mainte- 
nir cette zone à une densité égale à cinq fois celle de la surface. De cette 
impossibilité, il conclut que le refroidissement, et, par suite, la solidifica- 
tion, a commencé au centre et s'est étendu progressivement vers la surface. 
Pour expliquer les températures croissant avec les profondeurs, il admet 
que le système solaire, dans son mouvement général de translation, traverse 
des espaces plus ou moins chauds, et que, actuellement, il se trouve dans 
un milieu plus froid que celui qui Tenveloppait à Tépoque antérieure où la 
Terr^ a atteint son équilibre de température. 

Contrairement au système de Poisson, Tétude des phénomènes géologiques 
conduit à admettre que Tintérieur de la Terre est liquide, que Tépaisseur 
de la croûte solide recouvrant le noyau central est relativement peu épaisse 
(4o kilomètres environ) et continue à croître, et qu'ainsi la solidification a 
lieu de la surface au centre. (Voyez pour plus de détails le savant ouvrage 
de M. Vézian, intitulé Prodi-ome de Géologie,) 

Quelques géologues, par assimilation avec les courants qui se produisent 
dans les liquides chauffés à leur partie inférieure, et qui tendent à régula- 
riser la température, émettent de plus l'avis que la température est uni- 
forme dans la masse du noyau central. 

Mais nous ferons remarquer que ces courants deviennent insensibles dans 
les fluides qui atteignent un certain degré de viscosité, o«mme les métaux 
fondus, etc.; que de pareils fluides transmettent à peu près la chaleur 
comme les solides; que rien ne s'oppose à ce que la température crois- 
sant avec la profondeur, le centre de la Teri*e ne reste cependant à l'état 
liquide, puisqu'un excès de pression jet un excès de température produisent 
des effets contraires dans les changements d'état des corps. Telles sont les 
diverses considérations qui nous ont conduit à faire sur la constitution de la 
Terre 1 hypothèse énoncée dans le texte. 
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s'agira de temps passés ou à venir, ce qui revient à rem- 

placer par G l'expression GE **» ^ '*»'''' dans laquelle Iq 
représente le temps écoulé depuis Tinstant où Ton a consi- 
déW l'état de température comme initial. 
La formule (10) donne la relation 

(/) 33".AG = i°. 

Désignons par V^ la portion de V qui est due à l'action so- 
laire dont nous représenterons l'effet thermométrique V 
par F sinm^, F étant une constante et mt la longitude du 
Soleil . 

Pour des points très- voisins de la surface ou pour de 
très-grandes valeurs de a, l'équation (i) donne 

do" "" tU 
OU 

~d^ ~ ~^t 



(^) -xr^'^-T^' 



en appelant z la très-petite profondeur a, — a au-dessous 
de la surface de la Terre. L'équation (2) donne à la surface 

dV" 
{h) =h{Y' ^Y)smmt. 

ctz 

On satisfait aux équations [g) el [h) en posant 

A /^"' / 



tanj;/ ■ ^ 
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C3aussure a trouvé par l'observation qu'à une profondeur 
de 9"", 60 le coefficient de la variation annuelle de V" est 

égal à — de sa valeur, ce qui donne la relation 



12 



r-«\/?=i. 



d'où 

A m = G, i34 . 

En observant le maximum de la température annuelle à 
Paris, maximum qui correspond à 

sin(m/ — ).) = i, d'où mt = --h\, 

on a été conduit à prendre 

tang^ = 0,6, 

et, par l'élimination de A, les formules (f) et (/') donnent 

(/■) = 0,172, 

pour la portion de la température actuelle à la surface do 
la Terre due à sa chaleur centrale. 

182. Diminution de la durée du jour due au refroidis^ 
sèment de la Terre, — Soient, à une époque quelconque, 
I le coefficient de dilatation cubique des couches sphériques 
dont la Terre est censée composée, et que nous con- 
sidérerons comme sensiblement constant pour les faibles 
variations de température que nous aurons à considérer; 
n la vites,se angulaire du globe terrestre autour de son axe \ 
dM. == ^'^à'pdala masse de la couche spliériquede rayon a 
et de densité p. D'après le principe des aires, le produit 



ip 



dm 
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doit rester constant lorsque la température subit aveq le 
temps la variation (ÎV, que nous supposerons assez petite, 
de même que les variations correspondantes da^ ân^ pour 
que l'on puisse en négliger les puissances supérieures à la 
première. On a ainsi 



d'où 



î/i /û»rfM -1-2/1 j adMSaz=o^ 



n 



^daSa 



f pa*da 
o 



La condition relative à la variation du volume de dM, avec 
la température donne 

e(a^da)==ia^da9y, 

ou, en remarquant que le premier membre de cette formule 
est équivalent à d[a*$a)^ 



f pada I 



par suite 

SV.a^da 



Sn •/© •/o 






da 



Si nous adoptons l'hypothèse de M. Roche sur la pro- 
gression de la densité des couches à mesure que l'on s'ap- 
proche du centre, nous devrons remplacer, dans la pre- 
mière formule du n** 108, a par — > puisque nous ne pre- 
nons plus ici le rayon terrestre pour unité. Nous aurons 
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. . a 

ainsi, en posant — = a:, 



« 7-5pLJo Jo 

OU, en intégrant par parties, 

D'autre part, si Ton commence à compter le temps lors- 
que la vitesse angulaire est n, la formule (8') du n° 180 
donne, à très-peu près, pour des valeurs de t qui ne dépas- 
sent pas certaines limites, et en ayant égard à la grandeur 
du rayon âi, 

rfV= ; smTrjr, 



et comme on a, en général, 

Xo:* sin TT j:.d[r = - 
on trouve, en définitive, 






(l pU.it/iî.Tr» ^ ^ 

Nous avons fait Tapplication de celte formule, dans la^ 
quelle «i doit être évalué eu mètres, pour une période de 
2000 années, en remarquant que pour chaque année on 
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peut prendre approximativement mt= ^Hj et nous avons 
trouvé, en faisant usage des valeurs numériques données au 
numéro précédent, 

— = dans rhypothùsede Ô = o ou d'une densité uniforme; 

n lo' ""^ "^ 

Sn iSii ^ ^ ...^ 

— = en supposant S = 0,0, comme au n° 108. 

n 10* '^'^ "^ 

Si nous assimilons, faute d'autres éléments sur les ma- 
tières en fusion, le fluide qui constitue la presque tota- 
lité de la Terre aux liquides dont nous connaissons les coef- 
ficients de dilatation, nous pourrons prendre comme chifl're 

moyen / = 0,0007, et les valeurs précédentes de — de- 

q5 117 j 

viennent -^j — jy et correspondent respectivement a une 

diminution de o%o8, o%io dans le jour moyen, depuis 
l'ère chrétienne jusqu'à Tépoque actuelle, ce qui est insen- 
sible. 
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CHAPITRE X. 

ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ D'UNE CROUTE 
PLANÉTAIRE. 



183. Supposons que, à la suite du refroidissement, il 
se soit formé à la surface d*une planète une croûte solide 
d'une très-faible épaisseur , comme cela a lieu pour la 
Terre, et proposons-nous de déterminer les conditions 
d'équilibre d'élasticité de cette croûte, en la supposant 
homogène et sphérique ; mais auparavant, nous repren- 
drons aussi brièvement que possible les formules de méca- 
nique moléculaire sur lesquelles nous devons nous appuyer 
pour résoudre cette question. 

184. Définition de là pression dans les corps solides. 
— La pression sur un élément plan pris dans l'intérieur 
d'un corps solide est la résultante des actions des molé- 
cules placées au-dessus de l'élément, supposé prolongé 
indéfiniment dans tous les sens, sur les molécules situées 
(le l'autre côlé , dont les directions traversent le même 
rlémerit dans l'intérieur du périmètre qui le circonscrit. 

Soient : 

ot) un élément plan pris dans l'intérieur d'un corps so- 
lide, sur lequel s'exerce une pression que nous nous 
proposons de déterminer \ 

G le centre de gravité de l'élément w -, 

/' la distance de deux molécules de masses w', m" situées 
de pari et d'aulrc Av o) sur une droile qui Iravrrsr 
l'aire de vv\ éléin<»nt ; 
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y*(r) la fonction de la distance qui représente l'action 
mutuelle nilm"f[r) des deux molécules m' et m" ; 

p la densité du corps \ 

p la pression sur rapportée à l'unité de surface ; 

Xg, Yg, Z. les composantes de p, parallèles à trois axes 
rectangulaires Ox, Ojr^ Oz dont les deux premiers 
sont parallèles et le troisième perpendiculaire à a>. 

Nous supposerons le corps homogène dans toutes ses 
parties. 

Pour déterminer la résultante ;7a) de toutes les actions 
telles que m' mf'f(r)^ on peut (*) d'abord faire la somme de 
toutes les actions exercées par les molécules tnf situées au- 
dessus de 0) , sur celles m!^ situées au-dessous , et pour 
lesquelles la distance r reste constante en grandeur et en 
direction. Or, les molécules mf' formant un cylindre oblique 
ayant pour base tù et pour génératrice une parallèle à r, 
leur masse totale sera 

pftircosfr, »); 

d^un autre côté , puisque le corps est hom<^ne , les 
masses m' sont équivalentes ; la somme ci-dessus devient 
ainsi 

m'ftur/{r) cos (r, x), 

sa iX>mposante {vsirallèle aux x« 

j»'o«*rr^r>ctfcS [^% s' cos >, x); 
jur suite 

lo s<îj;uo Som sVtendant à toutes les molécules m supë- 
rîeuirs à «» ol à toutes les valeurs de r pour lesquelles la 
fonction f[ r) ne lievient pas insensible. Mais cette somme 
t^iit équivalente à la moitié de la somme* prise entre les 
m<i^mcs Iinùt<^. vfcs ^^roduits mrjr' cc^ ir. r) cos (r, j'- 
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relatifs à toutes les molécules m situées autour du centre 
de gravité G de cd et à leur distance r sl ce même point; on 
aura donc 

X, = - p Sera mrf{ r) cos (r, z) cos ( r, x)^ 

e< de même 

Y, = - p Som mrf{r) cos (r, z) cos (r, j), 

Z, = - pSom mrf(r) ces' (r, 2). 

185. Expression de la pression en fonction des dépla- 
cements, — L'élasticité, comme chacun le sait, est cette 
propriété en vertu de laquelle les molécules qui constituent 
un corps solide tendent à reprendre leurs positions primi- 
tives, lorsque la cause qui les en avait écartées vient à 
disparaître. Mais les corps ne sont élastiques que dans cer- 
taines limites, généralement très-restreintes, des déplace- 
ments relatifs de leurs molécules, et au delà desquelles la 
matière se désagrège. Nous supposerons dans ce qui suit 
que ces déplacements sont assez faibles pour que l'on 
puisse négliger les termes qui les renferment à la seconde 
puissance. 

Soient x^j^ z les coordonnées primitives du centre de 
gravité g' de cd ; x -h A, j^ + A, -z-f- / celles d'une molécule 
tjuelconque située dans la sphère d'activité de g. Les 

expressions ci-dessus, en posant-—^ — =rç(r), pourront 

s'écrire ainsi, 

X* = - p Som mr^{r)lhy 

Y* = - p Som /w y {/•) // , 

Z, = - p Som /iiç(r) ^, 

l'indice o étant relatif à Tétat naturel du corps. 
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Supposons que le corps subisse une très-faible (léforma- 
tion : soient 5 la caractéristique de la variation de r, A, A, 
/, p ; 1/, 1^, w les projections sur les trois axes du dépla- 
cement de G. 

Le rayon de la sphère d'activilé de g étant très-petit, les 
dérivées partielles de w, i^, w, par rapport à or, y^ z, 
pourront être considérées comme constantes dans toute son 
étendue -, d'ailleurs, ce sont des quantités de même ordre 
i|ue //, 1^, %v, et dont on peut ainsi négliger les secondes 
puissances; il suit de là que le volume dxdydz, relatif à 
un point quelconque de la sphère d'activité, devient, après 
la déformation, 

, , , / du dv di\'\ 

La dilatation cubique 

du dv div 
d.r. dy dz 

égale à la somme des dilatations linéaires dans les trois 
directions rectangulaires des axes, restera donc constante 
pour tous les points de la sphère d'artivîté de ^, il en sera 
de même de la nouvelle densitr 



?-^^9 = ^^^^^^'-^)=^{^'--^ -ï 



du dv dw \ 
dx dy dz 1 



(|ue Ton pourra ainsi laisser en facteur commun devant les 
signes Som. 

On aura donc, pour les composantes de la pression après 
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la déformation, 

X,— ^p[Somm(f(r)lh-hSommtf'(r)làSr 

-\-Som m (f (r) [IS h -h hSl)] -h-^pSom/W(p(r)M, 
Yz = -p[Som/wy(r)/A-|-Som/W(p'(r)/)(-^r 

'^Sommtf{r){lSA'-hASl)]'h-SpSommff(r)a, 
Z, = ^p[Somm(f(r)P-\-Sommff' (r)PSr . 

-\-!lSomm(f[r)lSl] -i- - Sp Som m ff(r) P. 

dh^ par exemple^ n'étant autre chose que Paccroissenient 
que prend ii quand on y remplace x^ j^ z par a: -}- //, 
> H-A, s4-/, on a, en négligeant les termes du deuxième 

ordre, 

du , du du , 

$/i = — /t-^ — A-\-—l, 
dx df dz 

-, dv . r/p , dv , 
dx dy dz 



di\' . div ^ dw , 
dx dy dz 



et enfin 



_ h§h^k8k-\^l§l _\r ^^du j^,±,^,fi^ fjdu (Jv\ 
r r\^ dx djr dz \dY dx) 

valeurs qu'il faudra substituer dans les expressions ci- 
dessus, en mettant en facteur commun les dérivées par- 
tielles de M, 1^, w. 

Les résultats de ces substitutions se simplifient beaucoup 
si Ton remarque : i^ que, en raison de la symétrie, les Som 
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renfermant Tud des facteurs h^h^lk une puissance impaire 
sont nulles; 7^ que le corps, avant la déformation, n'étant 
sollicité par aucune force, la constante qui représente là 
pression est nulle, ou autrement que 

Soiniwç(r)/' = Som/iiç(r) A' = Soniiwy(r)/'* 

= - Som /wç (r) /-» = G ; 

3** que Ton néglige les termes du deuxième ordre en — ? 

(h dw du 

-T-> -T-i ^.» etc., et en posant 

Somm îl^'/i>/»==Som/iiî^ //'it==:Som/ii ?-^ /»X* = -a, 

r r r p^ 

Som /« îli^ A« = Son. «. î^^ /•• = Son, « ?!!:)/•=- V, 



r 
on trouve 



^ /du da'\ 



/ du dv t/a'\ div 

Or il existe entre les constantes p et v une relation ré- 
sultant de ce qu^elles sont indépendantes du choix des axes 
coordonnés. 

Soient, en effet, a, jS, y les angles de Taxe des z avec trois 
nouveaux axes ; A', k\ V les coordonnées relatives à ces axes 
el con^spondant à A, A, /. On a 

t z=A' cosa -i- it' cos p H- /* C0S7 , 

a r 

= > ^ cos* a -h cos* p H- cos* 7 ) 

-^ 6fi ;iVSi'* cos»^ -h cos'acos*7 -h cos»pcos'7}. 
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et comme 

cos* a -h cos' p -h cos' 7 = 1, 

I — cos* a — cos* p — cos* 7 = 2 (cos' a cos' p + cos' a cos' 7 

+ cos' p cos' 7 ) , 
il vient 

et, par suite,. 



*=3fA, 



[du dw\ 

Remarques, — 1° On trouvera, par une simple permu- 
tation de lettres, les pressions X^, Y^, Z^ et Xj^, Y,, Z^^ re- 
latives aux éléments respectivement perpendiculaires auxjy* 
et aux X. On déduit de là les relations suivantes entre les 
composantes tangentielles : 

(B) X,=Zj., Yg=Zj., X^zz= Y,. 

Ces relations sont indépendantes des hypothèses que 
nousavons faites plus haut sur la constitution et la gran- 
. deur des déplacements du corps, car elles se déduisent des 
équations des moments appliqués à l'équilibre d'un paral- 
lélépipède élémentaire d'un corps supposé soumis à l'action 
des forces qui en sollicitent les molécules, et des pressions, 
quelle que soit d'ailleurs leur nature, exercées sur ses 
faces (*). 



C*) La propriété qu'expriment ces relations se généralise, en cherchant 
les conditions d'équilibre d'un tétraèdre élémentaire dont trois arêtes par- 
tant d'un même sommet sont parallèles aux axes coordonnés. On arrive 
de cette manière au théorème suivant : 

Si en un point êCun solide on conçoit deux éléments plans, la force élastique 
relative au premier, projetée sur la normale au deuxième, est égale à la force 
élastique correspondant à ce dernier projetée sur la nomiale au premier, 

26 
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a° On a 

5 d»' . X,+ Y^ . 

et dans le cas où 

Xx=o, T^=o, 
il vient 

2 * az 

formule applicable au cas d'un fil élastique chargé verlica- 
lement d'un poids. Si donc E désigne le coefficient d'élasti- 
cité de la substance, on a 

^^ = E, d'où f. = |E(*). 



(*) Note smr Vmpplicmiiom de la théorie des /baetioms isotrope» de EL Cmmehy 
à io recherche des gfressioms ^nu m corps éUsiiqme h omu tgè m e. 

On peut, en faisant usage de la théorie des fonctions isotropes de H. Can- 
chy, arriTer très-ùmplemeot aux expressions qui représentent les eompo- 
santés de la pression sur un élément plan eompris dans llntérienr d'aa 
oorps élastique. 

Coneerons, pour cela, que fon projette les oonposantesX^ T^ Z, sur «m 
droite 0\ dont les cosinus des angles aree les trois axes coordonnés soient 

respectivement «, &, c; représentons par «, ^, y les symboles -^-t — » — 

dx dr ds 
ou D^> Dy, D,, en adoptant la notation plus commode de M. Canchy. 
La projection 

df^Tra conserTer constamment la même râleur, en faisant subir un déplace- 
ment angulaire quelconque autour de Taxe des jr, au système desdeai 
autrct» axes; en d autre» tenues, r, «a une fonction isotrope par rapport à 
Taxe d«« jr de$ fraudeurs a. »-, w, «, 4. c dont elle dépend et ane fonctioa 
«vmbolique de D,, D, . D^. D aiUeurs F, e»t linéaire par rapport à «, &, c et>, 
»-» w, ou du moift» approximativement pour les déplacement en raison de 
leur petiue«$e: elle $en donc repne;$entêe syuaboliquement par une foncik» 
k»^Urope par rapport à Taxe de$ x de x. î, 7. «, »,c, ■, 9, w, et sera ainsi de 
la (^wruke 

l\ — Oa* f >-. cw -^ K ^V^i»-- c%^ ^ : L-fr— M ^3*^ jc -,- S 5c— yh i 3v-t- >«• 

-^l^a^J>-^.C ^;^^4_|^ Î^^^C : ;,»r_w3;* 

V»x H» 1^» l» Mv N. Pv ^^ H étant d^ doocÙM» $rmb«tM|«es de x, a* ^ y*. 

Si »o««. »u^»|s>«<^M» >|«iif U icutftitfa F, ue Koieraae i|«e les denvees pre- 
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186. Équations de V élasticité en coordonnées polaires, — 
Soît r le rayon mené de Torigine des coordonnées à un 
point M du corps, point qui sera en outre défini par sa lati- 
tude X et sa longitude L comptée à partir d'un méridien 
pris pour origine. Les équations cherchées s'obtiendront 
en exprimant que l'élément de volume déterminé par deux 
plans méridiens consécutifs distants de dh^ par deux sphères 
concentriques de rayons r et r 4- <a?r et deux cônes circu- 
laires ayant pour sommet le centre des sphères, pour axe la 

ligne des pôles et pour demi-ouverture X, -. — (X-f-/ii), 

est en équilibre. 

Cela posé, appelons R,., M,, P^ les composantes de la 

mières de up, w, ou qu^elle soit du premier ordre en a, )8, y, les coefficients 
M, N, R devront être nuls; L^ P, Q se réduiront à des constantes; G, H, K 
seront de la forme 

g, ^f h, h', kf k' étant des constantes; et ]*on aura, par suite, 

^'^( -hLa(/3p-Hyw)-i-Pa(y3ft-t-yc)-hQ«(yi/ — w^). 

Eu raison de rhomogénéité du corps, T^, r, se déduiront de cette formule 
par une simple permutation de lettres. 

La projection sur OA des pressions relatives aux six faces du parallélépi- 
pède dxdyds devant être égale, pour l'équilibre de cet élément de volume, 
à la projection semblable de Taccélération des forces sollicitant le solide au 
point (âtr, jr^ ^)y est indépendante de la direction des axes ; en d'autres termes, 
D^rjpH-D^r^H-Djr, ou l'expression symbolique a r^-f-/3r^+ y T, est iso- 
trope, relativement aux trois axes, en a, /3, y, b, v, w, a, h, e, linéaire par 
rapport aux six dernières de ces quantités, et du second ordre par rapport 
aux trois premières. Cette expression est donc nécessairement de la forme 

a^,-^-/S^y^-y^,= [OT-H//^'(a»-f-y3»-+-y')](/Ia^-&^'^-cw) 
-H n( a fl -f- /3 i» H- y c) ( a u -t- ygp H- y w) 
H-/7[a(yi^ — /3w) + (a w — y3a)-f-c(y8a — «!»)],& 

m, m', n, p étant des constantes. 

Remplaçant dans cette égalité r,, r^, r^ par leurs valeurs déduites de la 

26, 



4o4 TRAITÉ ÉLÉMEITTÀIRE 

force élastique respectivement dirigées suivant le prolon- 
gement du rayon, la méridienne en allant vers le pôle et la 
tangente au parallèle dans le sens du mouvement du méri- 
dien mobile par rapport au méridien fixe, pour un élément 
plan perpendiculaire à r; R^, M,„, P^ les composantes ana- 
logues pour un élément plan perpendiculaire à la méri- 



formule (i), ptiis identifiant les coefficients de a, on arrive à une équation 
entre oc, /3, y, u, *», w qui doit se* réduire à une identité. 
En suivant cette marche, on est conduit aux relations 

gf=o, A = o, A = o, A:'=:o, Q = o, g'=.m''+-nf V:=.m', LH-P = n, 

d'où 

^ = A'-t-(L-f-F). 

Substituant dans la formule (i), à la place de r^^, sa valeur aX^-h ft Y,-HcZ,, 
puis identifiant les coefficients de a, 6, c, on trouve, en ayant égard aux 
conditions ci-dessus, 

■X,= (V-4-L-hP)ai<-f-L(/3p-4-yw), 
Z^=: Vaw-f-Pytf; 



et comme 






Yj.— X^, Zjp — X,, 


il faut que 






h'—V, 


d'où 






X^ = 2PD^u-|-L(D^i<-|-D^PH-D,w), 




Y,= P(D,i^-hD^u), 




Zx=P(^x+I>z")- 



Ces formules sont celles dont M. Lamé fait usage dans ses Leçons sur 
rélasticité; elles rentrent dans celles que nous avons trouvées plus haul,eD 
y supposant égales les deux constantes indépendantes P et L. 

L'égalité entre ces deux constantes, à laquelle nous sommes arrivé par 
notre première méthode, ne parait pas complètement d'accord avec l'expé- 
rience. Ainsi M. Wertheira a trouvé, à la suite de plusieurs expériences, que 
le rapport - est sensiblement égal à 2. 

Dans rincortitude où nous nous trouvons surla valeurde ce rapport, dontla 
connaissance est indispensable pour pouvoir calculer L et P en fonctiois 
du coefficient d\'lasiiciu'^ la seule constante que l'on a l'habitude de faire 
entrer dans les questions de résistance des matériaux, nous avons cru dev( ir 
continuera admettre la relation théorique L = P, trouvée par MM. Navicr, 
Poisson et Cauohy. 
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diennej enfin R^, M^, P^ les mêmes composantes pour un 
élément situé dans le plan méridien. 

Les composantes de la pression pour la face r^cosld^dL 
perpendiculaire à r, de l'élément de volume considéré, sont 

— Rrr'cosX^Xe/L, — Mr^'ccs^rf^c^L, — Vrr^cosld'kdLy 

pour la face rcosldrdL, perpendiculaire à la méridienne, 
on a de même 

— Rmrcos\drdI,y — Mmrcos'kdrdPy — Vn^'cos'kdrd'L; 

enfin pour la face rdrdl située dans le plan méridien,^ 

— Hprdrdly — Mprdrdl^ — V^rdrdl. 

Soient Ox', Oj'^ Oz'la trace du méridien fixe sur l'équa- 
leur, la perpendiculaire menée par le centre O à ce dernier 
plan, et la ligne des pôles. On a, en supprimant les indices 
qui affectent les pressions, 

!cos (R, x') = cosXcosL, cos (R,/') = cos^sinL, cos (R, z') = sin\ 
cos(M,a:') = — sin>cosL, cos (M,jr') = — sin>sinL, cos (M,z') = cosX, 
cos (P, x') = — sinL, cos (P,y) = cosL, cos (P, z') = o. 

D'après cela, on pourra très-facilement obtenir les com- 
posantes des forces ci-dessus suivant Oa:', Oj^', Oz' \ en les 
changeant de signe et les augmentant de leurs dilïérenti elles 
par rapport à r pour celles qui proviennent du premier 
groupe, à X pour le deuxième, à L pour le troisième, on 
aura les expressions analogues pour les faces opposées à 
celles que nous avons considérées ; en faisant la somme des 
composantes suivant chacune des directions Ox\ Oj^', Oz'y 
les différentielles seules restent et Ton trouve ainsi : 

cos^XcosL --f— 4- rcosL ^ "\. + rcos> ".^ 

ar ah aL 

,., jdM^r^ , r/(M„sin>cos>) • ^ '^(^p^osL) I 

- cos>sin>cosL---7: rcosL ^ "* .. ^ — rsinX ^- } pour Or , 

dr d\ dL ' 



- cosASinL — 7 rsmL — — 



d?^r^ _,_, r/P„cosX <^/P^sinL 



_ ,,.„^___ .— ^^ 
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cos'ÀsinL — j- h rsinL ^ "' ,^ + rcos> tï ■ 

(Ir d\ (IL 

dr d\ aL 

COSACOSL— -/ hrcOsL 2L- ^r f^ 

ar d\ dL 

.na\oir.\^K^ , ^ ( R« COS > Sill \) . . . ^p 

C08A8mA / 4- r "* ■> i4-rsm>-7r2 

dr dl dL 



pour 0:'. 



Soient maintenant R©, Mo, P© les composantes respecti- 
vement parallèles aux R, M, P de Taccélération des forces 
qui sollicitent la masse élémentaire pj*cos^drd},dL'^ on 
aura pour les équations d'équilibi^ : 

' cos'XcosL — -^ — h rcosL — =7 hrcos). — ^i 

{(r (iK dL 

— cosXsin^cosL — -f rcosL ,> -'•— rsin^ — 5î — 

dr d\ al 

. . , dV^r" . , dPcoa r/P^siDL 

— cosAsinL — f rsinL — —. r — ^ 

fir dA r/L 

p/^cos>(R,cosL — M,sin>cosL — P^sinL) = o, 

,, . , d^y . , r/R cos'X . ^r/R^sinL 

cos*AsinL — r — h rsinL — —. h/'COSA — ^^i — 

dr r/A dL 

(ï^) ( I , . .riMy . , r/(M„sin>cosV) . , r/M^sinL 

— cosAsin> — r rsinL ^ "* ,, rsmA — ^.= — 

dr dK dL 



cos^ sinL — 7 h rcosL — ^"^v — - -+- 



f/P.cosL 



dr -^'-— d\ ^' dL 
-h pr*cos)tV^^^*os>sinL— M,sinAsinL-4-P,cosL) = o. 



i . . .^/Rr' . ^/(R^sinACOSA) . 

1 dr dk 



rsinx— rr- 
(iL 



\ dr tiA </L 

\ 4- pr*cosA (R^sin> -+- M^cosa) = o. 

Si Ton élimine successivement M* et P^, R© et P», M» 
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et Ro entre ces équations, on obtient les relations plus 
simples : 

^ i//R„ , rfR, . aR,-R^tang>>-M„.-P, . ^ 
dr "^7"Sx:+F^5â^'^ 'r -f-pRo = o, 

g. ) Wm I rfM^ , ^M, . aM-M,tang>+R,,-HP^tang> , ^ 

TF'+'rTTr-^TïSi^TTL ""^ ~r -+-pP.=o. 

Ces équations expriment que les sommes des projections 
des forces sur le rayon, la méridienne, la tangente ou pa- 
rallèle, sont séparément nulles. On aurait pu y arriver di- 
rectement sans passer par les axes de projection auxiliaires, 
mais les calculs sont plus simples et plus uniformes en sui- 
vant la marche que nous avons adoptée. 

Aux équations (E) il faut joindre les relations (B), qui 
deviennent ici 

(B) R«=M„ R;,= Pr, M^ = P«. 

Il nous reste maintenant à exprimer les pressions en 
fonction des déplacements W, U, V estimés respectivement 
suivant le rayon, la méridienne et la tangente au parallèle f 
ce qui revient à déterminer, en fonction de ces déplace- 
ments, les dérivées partielles, par rapport à x^ y, z^ des 
déplacements w, u, ^ rapportés aux directions ci-dessus, 
prises pour axes des «, des j^ et des .r, pour ir = r, x = o^ 
y=o. Le tout se réduit donc à une transformation de 
coordonnées, dont nous simpli6erons les calculs en ayant 
recours aux axes auxiliaires des x' ^ y\ z' qui nous ont 
servi plus haut. Les formules (C) donnent 

Icos [x^x') = — sinXeosL, cos ( j?, jr') = — • sin^sinL, cos (.r, z') = cosX, 
cos (y, x') = — sinL, cos (/, / ) = cosL, cos (j, z') = o, 

cos (z, x') = cosXcosL, cos (z,y) = cosXsinL, cos {z,z') = sin^» 

D'un autre côté, si l'on appelle r\ i', U les coordonnées 
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polaires d'un point quelconque de la sphère, on a 

x' •=. r'cosVcosL', 
y' = r' cosX' sin L', 
z'=r'sinV. 

Les coordonnées de ce même point rapporte aux axes a:, 
y^ z seront, par suite, en substituant et réduisant, 

X = ar'cos (x, ar') -|- y' ces (o?, 7' ) 4- «' ces ( jr, a') 
= r' [sînX' co8> — sînX cosV cos (L' — L)], 

j = j?' cos (j^, jr') -f-y cos ( j,y ) -4- z' cos (j^, z') 
= r' cosX' sin ( L' — L), 

z = a:'cos(«, 4/) -hj^'cos (z, /') -f-«'cos («, ^) 
= r' [sin> sinX' -+- cosX cosX' cos (L' — L)]. 

Si Ton différentie ces équations successivement par rapport 
à x^ y^ Zy puisque dans les résultats on suppose X' = A, 
L' = L, r' = r, on obtient 



(F) 



Par suite, si F est une fonction quelconque de x, /, z, 
on a, pour les valeurs ci-dessus des variables, 

# 



dl I 
di = 7' 


dl 


d\ 


dL 


dL I 


rfL 


"^""^^ 


df rcosA' 


dr 


dr 


dr 



d¥ 
dx 


dF 


I 
— > 

r 


d¥ 


d¥ 
'^ dL 


/•cosà' 


d¥ 
dz 


dF 
= -d?' 





VG) 



formules dont nous trouverons tout à Theure Tapplicatiou. 
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On a, d'autre part, 

UCOS(Xy X^) -f- PCOS (/, x') -4- «'COS (z, x') 

= Wcos(W, :«/) +Ucos(U, x') -4- Vcos (V, a:'), 

wcos(a:,y) +<'COs(/,y) + «'cos(«,y) 

= Wcos(W,/)4.Ucos(U,/)-l-Vcos(V,/), 

UCOS{Xy z') 4-f»COS (/, z') + «^008(3, z') 

= Wcos(W, z') -hUcos(U,z') + Vcos(V, z). 

Pour obtenir les cosinus qui multiplient W, U, V, il 
suffit de recourir aux formules (B) posées plus haut, en y 
remplaçant, dans les termes symboliques, R, M, P par les 
déplacements correspondants, et accentuant les ^, L, r\ en 
ayant égard à ces formules ainsi qu'aux relations (C), les 
équations ci-dessus combinées par addition donnent les 
suivantes : 

« = W [sinX' cosX — cosX' sinX cos (L' — h)] 
+ U [cosX cosX' -f- sinX sinX' cos (L'— L)] -f- VsînX sin (L'— L), 

P = WcosX'sin(L' — L)— UsinX'sin(L'— L)4-Vcos(L' — L), 

«»= W [sinX sinX' -4- cosX cosX' cos (L' — L)] 
■4- U [sin X cosX' — sinX' cosX cos (L' — L)] — VcosX sin (L' — L). 

Si Ton différentie ces équations par rapport à l'une quel- 
conque des variables x, 7, z^ on a, pour r' = r, W=: >, 
L' = L, les relations symboliques 

du=zdV'\-\ sinX dL -+■ Vfd\ 
dv = d\ -^ (WcosX — UsinX) ^L, 
e/w' = ^W — Ur/X — VcosX rfL ; 
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par suite, en ayant égard aux formules (F) et (G):, 

I du ^i dV W 
dx r d\ r 



(") 



du 


I 




V 
-tangX, 


Ty" 


rcosX 


du _ 


d\3 






di^ 
dx'^ 


I r/V 
7^' 






diP 


I dW 
rcosX dL 


i,w- 


dv __ 

Tz "~ 


d\ 






div 


I £/W 


u 




dx" 


r ^X 


r 




dw 


I 


rfW 


V 


d?~ 


nos A 


^X 


r 


dw 
11^ 


r/r 







La dilatation cubique et les pressions sont alors expri- 
mées Informulés (A)] par 

/ , I r/U î ^V 2AV — UtangX d\S 

r d\ rcosX r/L r ar 



(I) 



-=^.-(-'?) 



M„, 



X,: 



=• Y^ = f* r 



r I t/u Av> 

I rfV 

rcos X r/L 



W— Utani 



^), 



K„ = Mr =. Zx = X, = — r- H > 

«r r f/X /• 



R^ = P, = Z. = Y, = 



M^= P,. = Xy= Y, : 



"57 



H- 



rfW 



rcosX ^L 
I r/U V 

rcos A aL r 



V 

— » 

r 



I dV 
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Ces formules s'obtiennent habituellement en détermi- 
nant, en fonction de i, L, r, les pressions exercées sur trois 
éléments respectivement perpendiculaires aux a:', aux j^' et 
aux 2', puis passant de ces pressions aux R, M, P, en fai- 
sant usage des relations auxquelles conduit la considération 
du tétraèdre élémentaire. Mais la marche que nous avons 
suivie nous a paru au moins aussi naturelle et aussi simple. 

Les équations générales de l'élasticité en coordonnées po- 
laires s'obtiendront en substituant les valeurs ci-dessus des 
pressions dans les équations (L) ; on trouve ainsi 

r, , ,//A ^ dfdVf dr\}\ 

^|^3r^cos>- + cos^-(^— -— j 

_ • ^/^W dr\5\ d (dr\ i <^W\"| 

*^" \dk dr ) dL \ dr '^ cosl dLjj 

-hpcosAr'Ro = o, 

r; ^dà 1 d fdrV £/rcos>V\ 

^|^3cosX--f-^:^^^-(^— -— ^^j 

, d (dW drVXl , ,, 



(J)< 



b 



du 



d IdrV i_^ dYi \ 



cosX dh dr \ dr cosX r/L / 

^^/_i^^ I £/rcos>y \"] _ 

r' Uk \cosX dh cosX dr /J P " 



Les conditions relatives à la surface s'obtiendront en 
exprimant que les forces élastiques R^, R„, R^ sont égales 
aux composantes estimées suivant leurs directions des forces 
qui sollicitent le même point de cette surface. 

Les formules que nous venons d'établir peuvent mainte- 
nant nous permettre d'aborder la question suivante. 

187. Équilibre d^ élasticité d'aune croûte planétaire spTié- 
riqtie animée d'un mous^ement de rotation uniforme au- 
tour d'un diamètre, sollicitée par la gravité et soumise à 
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des pressions noimales intérieure et extérieure, — Soient: 

g la gravité à la surface \ 
ri et r© les rayons extérieur et intérieur; 
• Pi et Po les pressions extérieure et intérieure; 
e l'épaisseur de la croûte; 

n la vitesse angulaire de la rotation ; l'accélération cen- 
trifuge sera exprimée par w'rcosX. 

Il est manifeste que, après la déformation, la croûte res- 
tera toujours un solide de révolution autour de Taxe des 
pôles, et que les molécules qui la constituent ne seront dé- 
placées que dans leurs méridiens primitifs. 

Il résulte de là que V = o et que les autres déplace- 
monts W et U sont indépendants de L; les formules (I) 
deviennent ainsi 



r dl 



2W — UtangX dW 
r dr ' 



Jv) 



/ W — u lan-)A 
P^ = f.(^AH-2 ^j, 

fdV I r/AV Ux 
ol los équations (E), qui se réduisent aux deux premières, 



1.^ 



dr 



dMr 



_!_ dK^ 

r 



2R.-— R^ran^îÀ — M, — P^ 



iiX 



-h pn-rcos^A — og — = o, 



dr r d\ 



2 M.. — AI.Jan^'A 



r, 



P^tan^A 



O/i-rCOsA SIQA = o. 
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auxquelles il faut ajouter les conditions 

SR^ = o pour /• = r, et r= r«, 
R;. = Po pour r = To, 
\ Rr = Pi pour r'=ri. 

Si Ton pose 

u = u' -h u:', w = w -h w", 

on pourra profiter de rindétermînation qui existe entre 
ces nouvelles fonctions pour décomposer chacune des deux 
équations linéaires auxquelles conduit Pélimination des 
pressions entre (K) et (L) en deux autres : l'une en U' et 
W, renfermant seulement la gravité, l'autre en U" et W", 
contenant uniquement les termes relatifs à la force centri- 
fuge. Quant aux équations de condition, on pourra de 
même les décomposer en deux autres, de telle sorte que P© 
et Pi restent seulement dans celles en U' et W, 

Les quantités U' et W ainsi définies ne seront autre 
chose que les déplacements qui résulteraient de la seule 
considération de la gravité et des pressions intérieure et 
extérieure, et U'' et "W" les déplacements analogues aux- 
quels donnerait lieu la force centrifuge agissant isolément; 
nous sommes ainsi ramené à résoudre séparément les deux 
problèmes suivants. 

188. Équilibre d'une croûte sphérique soumise à V ac- 
tion de la gras^ité et des pressions normales constantes in- 
térieure et exténeure, — La croûte restant nécessairement 
sphérique et les déplacements ne pouvant avoir lieu que 
dans le sens du rayon, U est nul et W est indépendant 
deX. 



'X 
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Les formules (K) et (L) se réduisent à 
dW W 

A=-— + 2— , . 
iir r 

( dW\ f^dW W> 

(K') («' = '^r+='^)=H'^-^'~/' 

„ „ / W\ /dW • , w\ 

M. = P, = ^^A+.-)=^(^— + 4-7)» 

R« = Mr=o, R^ = P, = o, Mp = P« = o, 

^ ' dr r , , ^ rx 

L'élimination des pressions entre (K') et (L') conduit à 

r 

dh_ r^»w 2 /vw w\T ^^r. 



ou 



d*où, en posant 






l pS I CI 



77 étant le poids spécifique de la substance, et en appelante 
une constante arbitraire, 

A = mr^ -f- a . 

Si dans cette équation on remplace A par sa valeur en fonc- 
tion de W, puis qujon la multiplie par r*, on aura 

dVl ,„ ^Wr' 

r^—r- + iVf r=^ — ; — = mr* -+■ ar\ 
dr dr 

d'où, en intégrant et désignant par h une nouvelle constante 
arbitraire. 



par suite, 
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Les conditions relatives à la surface donneront 
/" , 5 4ô\ 



d'où 



par suite, 

^ _ " ^ .. ^M/-; - ^n - ^' (^î - ri) + (/-?-r;)r? rj 

Le numérateur du terme en m de cette expression est 
divisible par (/• — /i) et (/' — Tq), puisqu'il doit s*annuler 
pour r = To et /• = ri ; d'ailleurs égalé à o, il donne une 
équation du cinquième degré en r qui, ne présentant que 
deux variations, ne peut avoir d'autrcfS racines positives 
que To et r^. Donc ce numérateur reste constamment négatif 
pour toutes les valeurs de r comprises entre ces deux 
limites, et, par suite^ Rp est une pression sur toute la sphère 
de rayon r. 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires 
pour déterminer le déplacement W et les deux forces élas- 
tiques principales d'égale intensité M,„, P^. Mais pour sim- 
pliGer les formules, nous supposerons Tépaisseur e de la 
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croûte assez faible pour que Ton puisse en Degliger le 
carré. 

Posant donc 

r = To H- * , 
on aura 

-2 2. I I 28 

d'où Ton déduit 

; /Po — P. 22 \ rj /Po — P. 22 \ r; 
\ fx^ 5 J 12 \ e 3o / i2fx 

Ces valeurs substituées dans R^. conduisent à 
R,=:-P.+ i(P,~P,), 

ce qui était évident à priori. 

Enfin on a, pour le déplacement W, 



W 
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P r 
OU, en négligeant Pq devant -^% 



w = -LL«(p._p._„.)(?ii_i;), 

20 f* ^ \ e e I 

= J_(P._P._^,)(3j'_Ë!\, 



w 

r 



W. = ACL(p„_p,_oe), 

w, =- -" (P.-P.-=r^) (^ - aV 
20 (Jl * \ « / 

W« = Aii(p._p._„^), 
r© 20ptff 

![l=JL(p._p,_^,)(3:i_5V 

r, 20f* ' \ tf / 

et la variation subie par l'épaisseur e est représentée par 

W, — Wo = — — - (Po -P. — me). 

Si nous appelons Q la valeur commune aux deux forces 
élastiques principales M,„, P^, nous aurons, en continuant 
la même approximation, 

^ R, 10 W I r w. 3 To ,^ 

-.^(P„^p._^,)ij, 

d'où, en négligeant P© devant Po -% 



Q. == ^ ^" (Po — P. — ci<?) , Q, = Qo H- g dff . 

Supposons que Pq — Pi — xse devienne nul, après avoir 
été primitivement différent de o; on aura 

5 
W=o, Qo = o, Qi=gij; 

27 
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ce qui revient à dire que si, en se déformant, la Terre ne 
s'était désagrégée ni fissurée, elle reprendrait dans les con- 
ditions actuelles sa forme primitive, les forces élastiques 
perpendiculaires au rayon devenant nulles à la surface in- 
térieure, et des tractions à la surface extérieure. 

Adinettons maintenant que, par suite du refroidissement 
du noyau liquide intérieur de la Terre et de la contraction 
qui en résulte, Po aille en diminuant; W deviendra néga- 
tif; 1 épaisseur e ira en augmentant ; Qo siéra une pression 
croissante en intensité, tandis que Qi restera une traction 
ou finira par devenir une compression. L'écorce terrestre 
pourra donc se rompre de deux manières différentes : i° par 
arrachement à l'extérieur et écrasement à l'intérieur, ce 
qui donne une explication fort simple des tremblements de 
terre; 2^ par écrasement sur toute son épaisseur. 

Dans ce dernier mode de rupture, la matière liquide du 
noyau, comprimée par les roches supérieures, tendra à en 
soulever les différentes parties dans lesquelles ces dernières 
ont été divisées, et à arriver jusqu'à la surface delà Terre. 
On retombe ainsi sur la théorie relative à la formation des 
chaînes de montagnes due à M. Elie de Beaumont. 

L'ellipsoïde d'élasticité (*) correspondant à un point 
quelconque de la surface extérieure de la croûte a pour 

équation 

z^ ^' -!- r^ 
1 :!_ — I- 

p; Qj ' 

la surface à laquelle est tangent rélément pour lequel un 
rayon vecteur de cet ellipsoïde représente la force élas- 
tique, est déterminée par 

K étant une constante positive. 

(*) Voj^ei les Leçons sur l'élasticité, de M. I.anié. 
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Si uous supposons que Qi soit une traction, cette équa- 
tion correspond à deux hyperboloïdes de révolution asym- 
ptotiques, l'un à deux nappes, l'autre à une nappe, et Ton 
a pour l'équation de leur cône asymptote 

et la force élastique sera tangentielle pour tous les éléments 
tangents à ce cône. L'inclinaison a. de ses génératrices sur 
la méridienne sera donnée par 



tanga 



=\/^- 



C'est à cette force élastique tangentielle T, représentée par 
le rayon vecteur de l'ellipsoïde d'élasticité déterminé par la 
droite 



z. X 



s/- P. v/Q- 

et dont la valeur est 



T=v--P.Q.» 

que paraissent dues les ruptures par glissement, connues 
eti géologie sous le nom àe failles. 

Nous n'în'iisièroiis pas davantage sur ces considérations 
basées sur l'hypothèse d'une homogénéité constanfte et d'une 
sphéricité parfaite. 

189. Équilibre d'élasticité d'une em^eloppe homogène 
animée d'un moui^ement uniforme de rotation autour 
de l'un de ses diamètres (*). — Si l'on remarque 



(*) M. Lamé a donné dans le Journal de MathematUfues pures et appli- 
quées {iS5/i) les intégrales des équations d'équilibre d'élasticilé des enve- 
loppes sphériques, quelles que soient les conditions relatives -à la surface, 
et dans ce qui suit nous ne ferons qu'appliquer la belle méthode qui Va 
cohduit k ce résultat. 

27. 
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fons de la forme 

W = br' +/rïcosn, U = ^ sin> cosXr% 

}\ h étant des constantes liées par les relations 

—f^ih, 5^-2// = o, 5/+3/i = — ^^\ 

6 f* 

21 fA 4^ f* io5 pt 

On a ainsi le système de valeurs particulières 
Zo == o, 







Ao 


=: — 


^ i^ ces' 

6 IL 


% 


(3) 


< 


Wo 


21 


— (-— cos 


,.). 






Uo 


I 


' Sin ACOSA. 


Si donc on 


pose 




/ u 


= Uo + «, 




(4) 






w 
z 


= Zo H- Ç, 





les équations (i) et (2) deviendront 



(5) 



(6) 



I dr^w 



r^ dr 



I dcu 
rc d\ 



(dw dru 
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que 






Ro = /iVcos>, 


Mo = — «'rsîn> cos>,, Po=o, 
dYf dH 


V = o, 



et que l'on désigne, pour abréger, cosX par c, les équa- 
tions (J) deviennent 

. dr c d\ a 

(0 \ 

, rfA dZ pn^ , ^ , , 
«A //r IL 

eu posant comme plus haut 

I dr^W I €/cU 
r' ^/r rc ^a 

(2) ^ et, de plus, 

Or il est facile de trouver des intégrales particulières des 
équations (i), et, par suite, d'en ramener l'intégration à 
celles de ces mêmes équations privées de leur second 
membre. En effet, on voit que ces équations peuvent 
être vérifiées par Z = o et par une valeur de A de la 
forme ar'cos'X, a étant une constante déterminée par la 
relation 

ba = — ' 

On a alors 

^W __ drV 
~dï~~~dr' 

I dr'W I dcV I û/iV- 

r* dr rc d\ ^ f* 

équations qui doivent être évidemment satisfaites par des 
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expressions de la forme 

W = hr^ +/r»cosn, U = ^ sin> cosXr% 

6, f^ h étant des constantes liées par les relations 



d'où 



6 f* 



On a ainsi le système de valeurs particulières 
/ Zo = o, 



I ^n^r^ 



(3) 



Ao = — 77 i- COS'X, 

6 p 

21 f. \5 / 



I p/zV 



Uo=-7- ^^ sinXcosX. 

Si donc on pose 

IU = Uo + «, 
Z = Zo H- Ç, 
les équations (i) et (2) deviendront 

(5) i 



(3^'5r + c7f = «' 






I r/H«' I dcu 



dw dru 



(7) 
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Les formules (K) seront remplacéas par les suivantes : 

_ __ pii*r* . ^ ^ /du I dt\' u\ 

7 \dr r d\ r ) 

R/,= Pr=0, M^==P, = Q, 

et pour 

r = To et r = r, 

on aura les deux conditions 

(8) ^'- 7f* V5 6 ; 

f -; 1 r- = — ' SmACOSA. 

\ dr r 2, dr ' 7^ 

Cela posé, occupons-nous de la recherche de déplace- 
ments M, w, ^, â. Si Ton ajoute les équations (5), respec- 
tivement différentîées par rapport à r et i, on obtient, en 
supposant que Ja seconde ait été multipliée par c avant la 
différentîation, puis divisée par c après cette opération. 







dr^ — de -- 
dr I d\ 






dr ' c d\ 


U, 


ou. 


en posant 


sinX = a, 




(9) 




dr'^ d(i — 0L') 
dr 


doc 


dr ' doL 




En 


faisant dans cette équation 








S = Q.r\ 
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V étant un nombre entier positif et Qv une certaine fonction 
de a, on aura, pour déterminer cette dernière, 



rf{.-a')^" 



h v(v4- i)Qv=o, 



, da. 

^ ou 

aoL^ a a 

On sait (86) que celte équation linéaire est vérifiée par le 
polynôme 

Y -.V ^(^-^^) ..-, , V(v — l)(v-2)(v~3) 

2(2V — l) 2.4.(2v — l) (2v — 3) 

Pour trouver l'intégrale complète de l'équation (10), po- 
sons 

il vient 

(,_,,X..£ + ,[„-../^-.X.]^ = o, 

rfz 
ou, en représentant — par «, 

dt ( 1 £/Xy a \ 

doL \Xy «a I — a*/ 

- 4-2 — .rfXv— ;■ =0, 

/ \Xv I — 0} j 

et, Ay étant une constante arbitraire, 

logr 4- logX.^ -f- log (l — a'^ r= 'Og A'.^, 

d*où, en désignant par Ay une autre constanlc arbitraire, 



, r^' doi 

j — Av + A, / ~?t; 

Jo Xv(l--' 
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et 

Le second lerme de Qv devenant infini (*) pour a = i, il 
faut nécessairement que A'^ =o-, nous ne pouvons donc 

prendre que 

Qv =^ AvXvj 

tandis que si la sphère était limitée vers le pôle, par un 
cône de latitude par exemple, il y aurait lieu de conserver 
le second terme. Ainsi l'équation aux différentielles par- 
tielles (9) est vérifiée par 

^=rAvXvr'''. 

On reconnaît sans peine qu elle est de même satisfaite par 
cette autre valeur 

By^i étant une seconde constante arbitraire-, nous pourrons 
donc prendre pour Tintégrale générale de cette équation la 
série indéfinie 

v = 

Dans le cas d'une sphère pleine, il faudra supprimer le 

•D 

deuxième terme -^9 qui deviendrait infini pour le centre 
du solide. 



(*) Car soit Xy la plus grande valeur de X.^ ,|>uurles valeurs de la variable 
comprises entre o et i , on a 

qui n'a pas <l« limita. 
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Les équations (5), qui rentrent maintenant Tune dans 

^ l'autre, puisque l'expression (i i) vérifie Téquation (9), qui 

résulte de leur combinaison, donnent, en posant ;j = cÇ, 



v = 

4 

V = 

De cette dernière formule on déduit, en représentant par 
cp(a) une fonction arbitraire de a, 

,= „.).3'i^-J„-.,(^-:^-»^): 

V=0 

en portant cette valeur dans la première, pour obtenir cf (a) , 
on trouve 



doL^ doL 



v=.0 

-|rv(v-h-l)Xv =0. 

y (a) est donc une constante arbitraire que nous représente- 
rons par C; nous pourrons alors écrire 



Il nous reste maintenant à trouver u et w\ remarquons 
pour cela que 

dw dru I 

(.3) ' 



dr dr c^' 
1 dr-iV i dcii 
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et 

1, ., €itv drcu 

dd di 
dr^w de ru 
-— H-— — = r'5. 
dr da 

Pour intégrer ces équations, posons 

W = w' -+- w'\ U=:u' -^ u'\ 

iv' et u' étant des intégrales particulières qui doivent en 
rendre identiques les deux membres, et w'^ et m'' les inté- 
grales générales des mêmes équations sans second membre. 
D'après la première des équations (i3), on a 

da/' _ dru'' 
IT'" dr ' 

ce qui suppose que w'' et ruf* sont les dérivçes respectives 
d'une même fonction F par rapport à r et à i. Celte fonction 
sera déterminée par la seconde des équations (i3) ou parla 
suivante : 

dr^ — de — 
I dr I dl 

qui est identique à l'équation (9) ; on a donc, pour son in- 
tégrale générale, Av et ]3'v^_, étant des constantes arbitraires. 



V = 00 



1 par suite, 

(•4) \ „ rfF 






r d'y 
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Si nous ajoutons les équations (i3^) respectivement dif- 
fërentiées par rapport à a et r, nous obtiendrons, en ayant 
égard aux formules (5'), 

'^^^""**^^ d'^r^w' dy dr'S ^rl$ dr^$ 

doL dr^ flot dr tir dr 

y = OO 

= 2 Xv [2 Av (i — V) r"-»-' -h 2BvH., (v -H 2) l\ . 
Posant 

on aura, pour déterminer les coefficients Sv+i, Tv, supposés 
uniquemept fonction de a, 

— -H (v -h 3) (v -h 2) Sv+, = Xv.2 Av (i — v) , 

_-„ H (v — 2) (v — l) Tv = Xv. 2Bv+, (v -f. ?.). 

Si l'on compare respectivement ces deux éc|uation3 ?ux 
deux suivantes : 

- -h-v(v-hl)XyAy = 0, 



doL 

,^//XyBv+, 
I et}] ; 

H-v(v-i-l)XvBy+, = 0, 



''('-«') a. 



doL 



on reconnaît sans peinç qu elles seront vérifiées par des 
expressions de la forme 

Sv4.| = 7AyXv, Ty==7By+,Xv, 
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y et y' étant des constantes déterminées par 

(v-+-3) (v-h-2)7 — v(v-l-i)7 = 2(i — vj, 
(v — 2 ) (v — i) y — V (v -f- i)y = 2( V H- 2), 

d'où 

V — I 



7'=- 



2V-H3' 

V H- 2 



2V — I 

Nous aurons donc 



„5,^=2''-[-*.*àT^--»-^'i} 



v= O 



Enfin, pour avoir li', nous aurons recours à la première 
des équations (i3') qui donne | 

y = QO 
V = O 

d» » I 

ou 

et comme u' doit rester fini pour a = i , il faut que C = 
cl l'on a tout simplement ! 

(.6) «' Jy s/T37^1^r ^-'--^^J ,.^.+ B-(-^'il i 

llOj « 2,V« =< ^^Y (,+ ,)(,,,_,_ 3)' ^ ,(2»-. H ! 

Pai' constMjiH'nl, les valeurs les plus générales de 1/ et ^» 
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seront 



=2:'^[.-*-'---*-î^' 

— (v-hi)Bv^.,— - — Bv , 

\ pvh2 2v — I r^J 



(•7) 

Al 

[2v-h3 



2 y :^X> Fa' „ . Ay(v4-i 

^ doL l (v-h I (2v 



(v-3) 



■Bv-4-i —77 "f" Bv 



.)r«J 



Il nous reste maintenant à calculer les constantes indé- 
terminées Ay, Av. By^i, B'y^., au moyen des équations de 
condition (8) qui, en ayant égard aux valeurs précédentes, 
et représentant par-r, Tune ou l'autre des limites de r, 
deviennent 



■■ y =00 

I 



^xJi^(v—i)Ayr'—A, 



Î2V(V I ) 5 y 



2V-+-3 



H-2(v4-i)(v-4-2)bU,-^, 



Dv^\ 

2V — I 



l*= QO 

. 2(v + 2) 2 V' — 3 "I 

— By^-I 7^:3 Bv^., — ;:-^ 

r.- v(2v — i)r,- J 

1 = — ^sinXcos^. 

Pour simplifier récriture, nous représenterons, dans ce 
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qui suit, respectivement par Hy et Kv les coefficients de Xy 

et VI — «* —j— des expressions ci-dessus. 

La détermination de Hy s'èâectuerà très-/aeilement au 
moyen du théorème connu (81 ) 



G SI v>v', 



I XvXy/r/a = ( /•"*"' 

/ 

\ J — I 



iy dcL si V =5 v' . 



Nous aurons ainsi, en multipliant la première équation (18) 
pârXyd^a et intégrant entre les limites — 1 et -f-i, 

yrfa 






Pour obtenir Ky, nous nous servirons de la propriété 
suivante des fonctions Xy, 

io si v>v'C) 
v(v-hl) / Xy^a si v=:» 

J — I 

qui n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général 



(*) Cette formule s'obtient en multipliant par -~- IVquation 

" oc 






dry 
et iAtégraut par parties. 



v(v-+-l) Xy=0, 
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dû à M. Lame (*) 5 on arrîvc de celle manière à 





7f* 


I 


J- 


, rfa 


a ( I — a\) rta 




v(v -(- 


') 


x: 


x;^/a 


ou, en inlégranl par parties, 






(on) 


7f» 


J 


' V (v-hi) / 


— 3a^)^a 


{'20 ) 


v(v + l 


Xvrfa 



Nous sommes ainsi conduil à calculer I IL^ccfda 
[p étant un nombre entier que l'on devra successivement 

XH-I 3 

Xnh 1 /• 4- I 

L*équation 

^'"^^ 7Û hv(v4-.i)X.= o.- 

multipliée para^'r/a, donne, en inlégranl par parlies, 
v(v-t-i) rXva/'./a=— CaPdï {i^a')^^ 

= - aP (i — a=) -^^ -H;>Xv (1 - a') a/»- 
— /p / Xv.[(;?--i)a/^2— (/;-f-i)a/']^/a; 

(* ) Journal de Mathcmatiques pures et appliquées^ i854. 
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(21) 
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Cette formule permet de voir que : 

I® Pour toute valeur de v différente de Puni té, ou a 

/»- f-i 
2° I XyOL^da = o pour toutes les valeurs de v autres 

que V = o, V = 2. 

La même formule donne 

X-i-I 



mais on a 



Xo — I y X, = a, Xj = a'— "5^ a i 



Xv (xf da. , 
rentes de zéro, 



diffé 



(«) 



I Xo^/a = 2, 

f-^» 2 

I Xoa''^/a = -? 

T'^' 2 



2 1 

3"3' 
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Il suîl de ce qui précède que H^, K;, serout nuls pour 
loutes les valeurs de v différentes de o et 2. Nous n'avons 

XJ da que pour v = o, v = 2. 

On voit facilement que 

l / Xîrfa=:2, 

En portant les valeurs (a) et (i) dans les formules (19) et 
(20), on trouve 



(^■2) 



H,= 


45 f. ' 


H,= 


.9 P"''-/ 
42 f» 


K,= 


^n, 


K,= 


14 ^ 



191 • Calcul des coefficients A y, A'^, l^v+n By+i- — On* 
reconnaîtra sans difficulté que ces coefficients sont nuls 
lorsque v > 2 5 de sorte qu'il nous suffit de considérer suc- 
cessivement les cas où V = o, v = i, v = 2. 

Pour V = o, ou a 

•r- Ao4-4Bi "1 H = TE ^ 

3 ^ ' rj r, 45 fx 

le ternie en Bi étant infini dans la deuxième des équa- 
tions (18), il est nécessaire que 

B,=:o. 



(*) Ce qui indique que la relation entre Kg, A'„, A^ est satisfaite d'elle- 
même. 

28 



434 TKAITÉ ÉLÉMEBTAIHB 

On a ensuite 

Quant à la constante A',, elle n'existe ni dans w ni dass w, 
puisque -T— = o. 
Pour V = I, on a 



par suite, 



A,ri^i%B\'^'^jB2'p-o, 



.iA,r,-.6B',l + ^=o; 



A, =0, tf, = 0, Ba=:0. 



A', reste indéterminé, et cela devait être, car il est facile de 
s' assurer que ce coefficient correspond à des déplacements des 
points du corps compatibles avec Thypothèse de sa solidité. 
Pour V = 2, on a les équations 

|,A,--A.r'-8B,.^-gB,.-. = -^ 



F- 



qui, en y supposant successivement 1 = 0, i= i^ donneront 
quatre relations entre les coefficients A',, A,, 1?,, Bs, au 
moyen desquelles on les déterminera. Mais, avant d'aller 
plus loin, nous ferons remarquer que les autres coefficients 
étant nulsj w et n ont pour valeurs 

Il = ?.snacos> ( A' r — - Ajr=-|- B' :!^ B, •— )• 
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Le calcul des coefficients A',, As, B3 B',, ne présente aucune 
difficulté^ mais, comme il conduit à des expressions très- 
complexes, nous laisserons de côté le cas général pour ne 
considérer que celui d'une enveloppe très-mince, dont 
l'épaisseur soit négligeable devant le rayon intérieur ou 
extérieur. Si nous posions 

r=ro4- 6, 

il vient, en supprimant les secondes puissances de e et lais- 
sant de côté les coefficients indéterminés, 

«,= i..,-_^H-(a.^i)(,A',.-iV.-3B',l-|B3l) 

i£ = 2sînlcos> A' To— - A,rî-4-B3 4— ^^^-r 

Les formules au moyen desqueHes on calculera les coeffi- 
cients A'2, As, etc., s'obtiendront en supposant i = o, dans 
les équations (B), et enjoignant aux deux équations obte- 
nues leurs dérivées par rapport à Tq, on a ainsi 



2 -S 



:A„;_6oB'3-i-^B3^=-isef2. 

^A>a— -A,rJ~ 8B'3-^- -T B,- = j^ 






jn-r! 



4 'rj- ,4 f. 
28. 
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d'où 

^' '— 45o {, ' 

B, _ 28 pn'rj 
^""75 (* 

Les formules (Â) donnent 

rJ ~ 645 pt ' 

II p/»'r; 

et en faisant les substitutions on trouve 

,„== e:^ r_L (02 — iQOa») -h i -i- (i — 3a'l. 
fit Laio^^ rrî; y To 70 ^ J 

pn'rl ( II 43 s \ 
u = i- î^ sin > cos> H ?F - 1 • 

fA \ 2 ï 35 To y 

Si l'on se reporte aux valeurs (3) et (4), on obtient 

L'approximation avec laquelle nous avons calculé les 
coefficients inconnus exige que nous prenions tout simple- 
ment 



rjî-'» 



W=: — il-lit (icosn — 5sin'A), 

f 11=-:: ■ SmACOSA, 



'J. 



F 
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et la variation de répaîsseui* a pour expression 

' e TO fx 

Les formules (24) et (aS) conduisent aux théorèmes sui- 
vants : 

192. 1° V aplatissement au pôle est égal à cinq fois le 
quart du gonflement de Véquatew\ et le point de la 
croûte pour lequel le rayon na pas varié correspond 

à tangX = i/|, 5oi7 X = 4i«48'37". 

'i? V épaisseur est restée constante au pôle y mais elle a 
subi une diminution qui va constamment en augmentant 
à mesure que l'on s'approche de Véquateur. 

. 3^ Le déplacement maximum dans le sens de la méri^ 
dienne et la différence maximum des déplacements ana^ 
logues à V intérieur et à V extérieur de la croûte correspon- 
dent à X = 45 degrés^ ces déplacements sont négatifs» 

Il est maintenant aisé de voir que la courbe méridienne 
déformée est une ellipse : en efl'et, si l'on désigne par r' et X' 

les nouvelles valeurs de r et /, on a, eu posant * = a^ 

r' = r„-hW = Ro-ha (4cosn— 5cos'>i), 

A=AH =A — 5 — sinA cos A ; 

r /•„ 

OU, en négligeant la deuxième puissance de la quantité a, 
qui est très-petite dans le cas de la Terre, 

r'= To-h a (4 cos'V — 5sin^>/). 

Soient x, y les coordonnées d'un point de la courbe mé- 
ridienne rapportée à Taxe des pôles et à sa perpendiculaire 
au centre de la sphère. II est clair que Ton aura avec la 
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même approximation 



et enfin 






^.(._8f)+x.(.^.of) = rî. 



équation <<[ui représente nn^e ellipse dont lies deii^ demi-axes, 
fespcclîteiRenl égaux à 



a 



sont dans 1« rapport i + 9 — ii i <. 

Quelques géologues, qm n'admettaient pas U doctrine des 
soulèvements, avaient cherclié à expliquer les fait5 qui oni 
a(HH>mpagné la formation de Técorce terrestre en supposant 
que la Terre a éprouvé à difierentes époques, dans 6on axe 
de rotation^ des dérangements dus k des causes astrono- 
miques. De cette explication, qui est peu vraisemblable, il 
résulterait que Taplatissement aux pèles observé actoelle- 
mout est du à Taction de la foiTe centrifuge sur Técorce 
torreslix^ arriviV à Tétai solide^ et que l'on a par conséquent 





«• i j^^K-rl 




•■# -HK) lOf* 


on $ail que 




t % 


40000000 



Or 

^440 



S600 X X| o«8i^ 

eu MiWtîtuAui ces >aleur^, on trouve que le coefficieDl 

d oL*;iv îtc K = - u, rapporté au millimètre carré, est égal 

à 44 . ,VH^ « «Y iXK'ffioieut est e&^ în>u f^al à deux fois et demie 
ct'iui \Ui 7Vr« qui est vie :oii5 le» metJiux connus celui qui 
oîYu" W ^\lus do roivU^ur Ow wr (uraic pas $\ètre ocvupé jus- 
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qu'ici de la recherche des coefficients d'élasticité des espèces 
minéralogiques et de leurs composés ; mais il y a tout liea 
de croire que les limites entre lesquelles varie le coefficient 
moyen d'élasticité des variétés prédominantes du granité, 
qui forme rélément principal àe la croûte tcrrcsire, sont 
très- différentes du chiffre trouvé plus haut. 
On déduit facilement de ce qui précède 



I p/î^r 



2 

-cos*^. 



5 
M«=o, 

P^ = - p«Vjcos'^. 

Si X = 90 degrés, M,„= P^*, ce qui devait être. Quant aux 
pressions R,., P^, elles sont de l'ordre e, et, par suite, négli- 
geables par rapport à P^, dans le genre d'approximation que 
nous avons adopté^ nous avons donc ces trois nouveaux 
théorèmes : 

193. i^ La dilatation cubique est positive; elle est nulle 
au pôle et maximum à Viquateur. 

7? Les forces élastiques principales se réduisent à une 
seule y dirigée suivant la tangente au parallèle, et qui est 
constamment une traction. Les points de rupture par arra- 
chement se trouy^ent à Véquateur, 

3^ Les forces élastiques correspondant à un même point 
sont dirigées suii^ant la tangente au parallèle^ et chacune 
déciles s'obtiendra (*) en projetant Vp sur la normale au 
plan sur lequel elle s'exerce, puis reportant cette projec- 
tion sur la tangente ci-dessus. 

Ici il ne peut y avoir de rupture uniquement par glisse- 
ment. Les failles ne peuvent donc servir d'argument en fa- 
veur de l'hypothèse des changements survenus dans Taxe 
de rotation de la Terre dont nous avons parlé plus haut. 

(*) Vojrez la note de la page ^oi. 
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L'augmentation du volume 4^''î^ de Tenveloppe aura 
pour expression 



n 



27rrL 

2 



2 ï ««»^2 , P^^^l, 






f* 



en d'autres termes, l'augmentation de volume a eu lieu dans 

le rapport de i a -r-î- -- 

Il serait maintenant facile de poser les formules relatives 
aux pressions et aux déplacements de la Terre lorsque Ton 
veut faire entrer simultanément en ligne de compte la gra- 
vité, la force centrifuge, les pressions intérieure et exté- 
rieure. Sans insister sur cette question, que nous pouvons 
considérer comme résolue, nous ferons remarquer seule- 
ment que le cône de glissement (*) devient ici elliptique, et 
que riucliuaison sur Thorizon des directions du glissement 
varie avec la latitude du lieu. 

( " ^ Vojes les Leçons sur réitisUcitey de M. Lamé. 
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NOTE I. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE CERTAINES FONCTIONS IMPLICITES. 

(Formules de Lagrange.) 



Soit 

(l) Z=::X-{' e/(z) 

réquation qui détermine une fonction de x,/ étant une fonction 
quelconque, et e une constante supposée assez petite par rapport 
à des valeurs de x comprises entre certaines limites, pour que 
Ton puisse développer z en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de e. 

En indiquant par l'indice o les valeurs de z des dérivées pour 
/? = o, on a 

\de 1 \de^ 1^1,1 \r/e" /o 1.2.3.../? 



or on a, en différentiant l'équation (1), 

d'où 

dz ^r , dz 

Cette dernière équation donne, en ayant égard aux précédentes, 
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Soit f (z) une fonction quelconque de z, on a 
OU, en vertu des équations (i) et (3), 

(4) -^- = ^L^W^(')^J' 

en remarquant que 

?'(^)/(«)(|)V?w/'(^)(|)'+.(']/{«)£ 

dz 
n'est autre chose que la dérivée de ^[z)f[z) —y par rapport à x. 

En différentiant Téquation (2) par rapport à e^ on obtient, en 
vertu de Téquatioa (4)> en y supposant ^(») =ry(»), 

dz 

dé'" dcY^ àx\~ dœ ' 

et en différentiant cette dernière, et supposant <p(3) =:/(z)' dans la 
formule (4)> 

.... .p/i-'l] "A'ft. 

dt^ dx L de J r/x ' 

on a donc, en général, 



rf^ ^iï*-' 



^3 . 

Mais pour r ==: o, on a 3 = x, — = i ; j>ar suite. 



W^A 



dj^-' 
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et enfin le développement de z sei:a 

Proposons-nous maintenant de trouver le développement d'une 
fonction quelconque F (z) de z suivant les puissances ascendantes 
de e; la formule de Mac-Laurin donne 

Mais en ayant égard à Téquation (4) om a 

et, en général, 

d où, en remarquant que z = ;r, — =r i pour e = o, 

Il vient donc pour le développement cherché 

(6) F(z) = F(x)H.eF'(x)/(x) +...+ _^.^[F'(x)/(x)"J. 
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NOTE IL 

su» l'application du théorème d'hAMILTON et de JACOBr 
A LA THÉORIE DES PERTURBATIONS. 



1. Nous allons exposer dans cette Note les résultats remarqua- 
bles auxquels Hamilton et Jacobî sont arrivés dans leurs recherches 
sur l'intégration de la dynamique et montrer avec quelle facilité ils 
conduisent aux expressions des variations des éléments elliptiques 
des planètes dues aux forces perturbatrices. 

2. Des équations de la dynamique dans un système de coordon- 
nées quelconques, [Formules de Lagratige,) — Considérons un 
système matériel libre dans l'espace, formé des masses ira, /i?,, /ra,,..., 
et dont les coordonnées sont (.^, j, z), {^i,/i> «i)»* • • î appelons 
(X, Y, Z), (X,, Y,, Z,),. . ., les composantes parallèles aux trois 
axes des forces qui sollicitent respectivement ces points. 

Les équations du mouvement de tous ces points seront com- 
))rises dans la suivante 

OÙ la caractéristique B indique des déplacements virtuels et infini- 
ment petits. 

Dans ce qui suit, nous admettrons que Ton a, comme daus 
Tattraction universelle, 

^ rfU rfU „ rfU rfU 

ax ay dz a.r, 

U étant une fonction exacte des coordonnées des points du système 
indépendante du temps, ce qui donne 



(0 



^^ \d''x ^ d^y ^ d^z ^^ 

Aid \^dt' dt^ -^ de J 



Supposons maintenant que, aux coordonnées rectangles, on sub- 
stitue un même nombre v de variables indépendantes m, ^/,, /^j,..., 
/^.;_i, liées à ces coordonnées par v étjuations pouvant contenir 
in)|)licitement le temps, et appelons, pour abréger, x\y\. . ., n\ 
//',,..., les dérivées de j, /,..., n^ //,,...i p^ii' n^pport au temps. 
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On a 

"='Lt'"" '--Sï/"» ^-2i*"" 
'-='Lt" 



/ étant un nombre entier quelconque coniipris entre o et v — i . 
A la suite de ces substitutions, l'équation (1) donne, en identi- 
fiant dans les deux membres les coefficients des variations d </|, 



(-) 



rfU__^ /d'^œ dx dydx d'z dz\ 
"dû ~^ 2à^''\dF dii^i"^ ~dt^ 'dûi'^'d? dûj 

d ^ /dx dx dy dy dz dz \ 

~ 7t2à^' \dt'diiii~^'diliii'^'dt ITii) 

-^ I dx diii dy di 

~2J'''\dt'~dr'^'di~dt 



dt dt dt 



Or, en employant des parenthèses pour distinguer les dérivées par- 
tielles des dérivées totales par rapport au temps, on a 



d'où 

(2) 



ldx\ y^\ dx dui I dx\ -^^ dx , 

idz' dx 
du' du 

dx' ^ (£x_ ^ d^x , 
'du ^ dtdu "^ 2à dtdui "' ' 

dx 



du __ l d\r \ ^ d\T dui 

i) ^ i 



d 
dr~~ \dtduj '^Zà dtduilît' 
la dernière drs équations précédentes devient donc 

. .. . dx' du 

du dt 
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ce qui prouve que Ton peut intervertir l'ordre de la différentia- 
tion par rapport k u et t^ comme 8*il s'agissait de deux variables 
indépendante». L'équation (a) donne par suite, en ayant égard 
aux valeurs (2) et (3), 



£U 
du 



ou, en représentant par 

la demi-force vive du système^ 

lit du du 

Cette équation et ses analogues pour les autres variables «,, «r**» 
sont comprises dai^ la formule 




obtenue en faisant leur somme après les avoir multipliées res- 
pectivement par les variations des variables correspondantes. 

3. Forme donnée par Hamilton aux équations du mouvement 
dans le cas où les relations entre les deux systèmes de variables 
sont indéjTcndantes du temps, — Dans ce cas, T ne dépend que de 
w, «,,... , u\ u\,. . .y et comme c'est de plus une fonction bomo- 
gène du second degré en «', a, , . . . , on a 

(6) 2T = 2^u', 

en posant, pour a])réger, 

dT 



NOTES. 447 

Ma» !es dérivées /^, />i,. • ., étant des fonctions linéaires de 
a' y //,,..., on peut réciproquement exprimer ces dernières quan- 
tités par des fonctions linéaires de ces dérivées, et, par suite, T en 
fonction de u, i^i, . . • ,/?, /'i» • • • ; soit 

(?) T = F(/?,/?.,. .. «,«„.,.)• 

En désignant par une parenthèse les dérivées de T prises sous ce 
nouveau point de vue, on a 

\du) ^TH ^2ddu'. 'd^'^dlIi'^2LkP'diI^ 

\ dp) ~~2à du. dp -^2à^' dp ' 

Mais en différentiant l'équation (6) par rapport à u et /?, on 
trouve 

^ " — y 



fdT\ ^ du] 
ldl\ . ^ du\ 



d'où, en comparant ces équations anx précédentes, 

et, par suite, l'équation (4) ^ trouve remplacée par les deux sui- 
vantes : 

En faisant, pour abréger, 

T — U = H, 
et remarquant que U est indépendant de w', «/',,.,., par suite de 
/?, /?,, ou que ( — J = -— j les équations (8) deviennent 

^9' TÂf""""""^' dt "" ^//^* 

On voit facilement que ces équations et leurs analogues établies 
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pour les autres variables Ui, m„. . ., sont comprises dans la for- 
mule 

(lo) \(£iuBp — €ipSu)=:dt$E. 

4. Théorème d'Hamilton et dk Jacobi. — Lorsque^ dans un pro- 
blème de Mécanique, le travail élémentaire des forces est la diffé^ 
rentielle exacte d* une fonction des coordonnées y les intégrales du 
problème peuvent s'exprimer en égalant à des constantes les déri- 
vées partielles d'une même fonction, prises par rapporta d'autres 
constantes, — Soit, en ayant égard à l'équation (5), 

(ii)S= r {ypdu'-'pdArzz f {!iT--E)dt=T {T-hV)dt; 

réquation (lo), mise sous la forme 

(12) Sy^pdu — SYldt = dy^p$u, 

donne par Tintégralion 

13) SS=^(p§u — p'$u'); 

u^9p^ représentant les valeurs initiales de u et de/?. 

En supposant connues les intégrales des équations du mouve- 
ment, les quantités «,«,,...,/?, /^, , ... , par suite T, U, S, seront 
exprimées en fonction de t et de 2v constantes arbitraires qui ne 
seront en résumé que les valeurs initiales u^, «%.•., />", /?*,. . • La 
formule (i3) sera identiquement vérifiée si Ton y remplace S, «, 
/?,..., §u, ^yy,..., par leurs valeurs en fonction de ty w®, />*,..., 
Su^, ^j%..., mais les relations qui lient u, m,,..., avec ty a", />%..., 
et celles qui résultent de leur différentiation par 8 permettent 
d'exprimer />% y^J,..., <îy/, dp%,.., par suite S et />, /?i,... en 
fonction de «, /^i,..., Su, -îw,,. . ., //", «*,..., Su^, «îw", . .., d\»ii il 
suit que les ^u restent arbitraires, comme Tétaient les Su\ et 
qu'enfin l'équation (i3) se décompose en 2v autres de la forme 

, ,. dS dS 



NOTES. 449 

La fonction S, dans la supposition actuelle, ne renfermant que les 
V arbitraires a®, «î,..., les équations du premier groupe ne sau- 
raient être des identités, et comme elles constituent /i relations entre 
les coordonnées et le temps et 2v constantes arbitraires «•,...,/>•..., 
elles ne peuvent être que les intégrales finies des équations du 
mouvement. Les équations du second groupe, formant v relations 
entre les coordonnées, le temps et v arbitraires «•, «J,. . ., 'sont les 
intégrales premières des équations du mouvement. 

Cela posé, l'équation (i i) donne, en se rappelant que U est indé- 
pendant de u' , 

^ ,, d% fdS\ ^dS , 

T+^ = ^ = (^)+25^''' 

dT_dS_ 
dii!~"dii~^' 

et l'équation (6) devient par suite 

[S) S+'^ = "- 

Si dans l'expression (p) de T on remplace p^pt^,.. par leurs 
valeurs (7'), on trouve 

équation qui sera identiquement vérifiée lorsque Ton y rempla- 
cera S par sa valeur en fonction de T, //,«,,...,«% wj , . . . , 
car, d'après la forme des intégrales (7), on ne peut en éliminer 
les arbitraires /?•, . . . , de manière à arriver à une équation non 
identique entre ^, a, w, , . . . , m% aj , . . . . Donc l'équation (i4) 
est une équation aux différentielles partielles à laquelle doit satis- 
faire la fonction S. 

D'après le principe des forces vives on a T — U = To -r- Uo, 
T» et Uo étant les valeurs de T et U correspondant à l'instant ini- 
tial; d!où, 

OU, 

29 
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seconde cq^atk» aux diffetcntieiks particB» à bi{neUe doit 
satisEùre b IoocImmi U; mais ii est iBodk d'y avoir égards tsr 
réqoatîoo (i4) soffit pour ilélcranner la tectiaa S» dv maniàxe 
à es tirer par la difiërmlialioB les ialcçralcs preaûèccs et fjirakn 
drs cqiialioos du maaTamtoL, 

Aa lien de considêfcr S marne wk fonctioa de 2-» -r- 1 ^arni- 

eC (i5}, <Mi peut la regarder ooauie une fonctioa de «-f-r i^aans^ 
litês i; a, a, y ... y par rapport an^qoeiles dk est «fiSërentiBe 
dans réqnadiyo (14'- tTne sotodon cocaplète de cet&s «"«p»»*^"— 
cpiî rcnfenne ^-i-i variables îadépendanftw devra rBifiermeg':>-^E 
constantes arbitraires, dont rane sera néeesBairement jointe 
à S par aiirfidoOy piiîsqne la nème âputioa est aussi satîidMtt» 
par toate valeur de U fi>nne S -h cwwtante. Faisans aiistrae^ 
rioa de cette dernière coostanley et désignons les -^ antres par z. 

z, . . . . , Stiît 



■ne soIntBon cowpfeftf de rë^naiioB ( i4) ; nm 

qa'cn descpuat par x\ x\ , — , « antres coastames arbîtigiiTîs. 

le» •fcaac&His 

-îS *^ _ ■ 

!ï«în:a£ les in:«f^^es iales lies .'^-:iazioas da niouT«nenc- En -îSft. 
<?a dtfTffnaitiarTt U» «ii^'ja.docis 14 et :6 reî§pe<*tivenienu qar 
ripport à x^ X. . . . . «ft .% .^Œ 4 
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ce qui exige que 

dF 



<i) ■ 



mais la seconde des équations (7) donne 
, dF 

u = --—9 w= . , . , 

dp 

d'où deux nouveaux systèmes d'équations identiques dont les 
inconnues ont par suite les mêmes valeurs, et Ton retombe enfin 
sur l'équation (7'). 

Les équations (7') et (i4)> respectivement différentiées par 
rapport à ret k, donnent 



d'où 



d'S ^ d'S , _ dp 
dudt ^ 2ddudui^' ~ dt' 




d^S V» ^P ^'S dF _ 

dudt ' 2â fdS \ dudui '^ du~~ 


dV 

-dii' 


dp _dV dF _ dE 
dt du du du 





et c'est la seconde des équations (9). Donc les valeurs des incon- 
nues déterminées par les équations (16) satisfont aux équations 
dinérentielles du mouvement, ce qu'il fallait établir. 

En supposant la fonction S définie par la formule (14)9 on a, en 
vertu des équations (6) et {7'), 

dS 

-=l.-T = -ll, 

S= /"(2T-H)<//= f {r-hV)dt, 



d'où 



ce qui s'accorde avec la définition de S donnée au n" 4. 

29. 
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Les équations (i6) et (7') sont comprises dans la suivante, 

(17) 5S=2(/.^£«-ha'^«), 

qui représente ainsi à la fois les intégrales premières et finales. 

5. De la fonction caractéristique, — L^équation (ii) donne, 
en remarquant que H est une constante d'après le principe des 
forces vives, 

S = 2 iTât — Ety 
mais on a aussi, en vertu de Téqnation {S) du n® k, 

par suite, 



= ./t 



est une /onction des coordonnées et des arbitraires, qui ne ren- 
ferme pas le temps explicitement. On pourra, dans la recherche de 
la. /onction principale S = V — H/, substituer la fonction carac- 
téristique V qui renferme une variable de moins. 

De ce que — = — 9 réquation (i4) donne pour réquation 

aux différentielles partielles de V 

(dV dV \ 

Tu^a^r-"^'' )=u+H. 

dont l'intégrale contiendra, en dehors de H qui joue ici le rôle de 
constante déterminée, v — i constantes arbitraires, plus celle qui 
s'ajoutera à V. Connaissant cette fonction, on trouvera 

S=: V — H^ 

expression dans laquelle H jouera le rôle d'une arbitraire, par 
suite de Tintroduction de la nouvelle variable t. 

Le temps n'entrera pas explicitement dans les intégrales des 
équations (9) mises sous la forme 

, , ^ ^ d^ dW rfH //H 

* ^ du duy dp dp^ 
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et il ne sera introduit qu'accompagné d'une seule arbitraire /à la 
fin du calcul, par les quadratures 

mais 

dS d\ 

ety comme H est l'une des constances arbitraires de la solution 
complète de Téquation (i4)> on obtiendra (5) une des intégrales 
en égalant cette dérivée à une constante. Cette intégrale devant 
coïncider avec Tune de celles qui sont comprises dans la for- 
mule (g), doit, par suite, être de la forme 

/ X ^s , dy 

6. Méthode d'intégration de Jacobi. — En général | la détermi- 
nation de S ou de V suppose résolu le problème du mouvement; 
car la théorie connue des équations aux différentielles partielles, 
appliquée à l'équation (i4) ou (i8), conduit à des équations diffé- 
rentielles simultanées qu'il faut d'abord intégrer, mais qui ne sont 
autre chose que les équations (8) du mouvement. Cependant les 
propriétés des fonctions S et V permettent dans un certain nombre 
de cas, connaissant un certain nombre d'intégrales, de trouver 
les autres à l'aide d'une méthode générale due à Jacobi, et 
que nous allons appliquer seulement au cas de deux varia- 
bles a et tt,, le seul qui se présente dans la théorie du système du 
monde. 

On a (3), pour les équations du mouvement, 



/ du 

\ lit'" 

{a) ; 

i ^'^ ~ ^ 



du d^ 
dt dp ' 


dux 
lit 


dVi 

~~ dp,^ 


dp _ d\\ 
dt ~" r/// ' 


dp, 
dt 


__ dB 
(ittx 
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en se rappelant que 

Supposons que, en oatre de Tintégrale, 

H=const., 

fournie par le principe des forces vives, on en connaisse une autre 
de la forme 

K = const., 

K étant une fonction de Uy m,, /?, /^i, qui ne renferme pas r; on a 

'^ dK ^ dK ^ dJL ^ dK ^ 

dK = -y- du -^ --— dUi + -r- dp -h -j— dpi = Oy ' 
du dui dp dpi 

ou, en vertu des équations (a), 

ib\ (HK^ — — — ^ — — ^H ^ gfH a?K _ 
dp du du dp dpx dux dui dpi 

Mais si l'on suppose p et p^ exprimés en fonction de u et « , au 
moyen des deux intégrales ci-dessus, on a aussi 

dH dHdp dH dp^ 

du dp du dpi du 

dK dK^dp dm dp, 

du dp du dpx du 

_d^ dEdp (IRdjp^ 

du^ dp dUt dpt dui 

_dK dR dp dK d^ 

dux dp du y dpx dux 

d*où, en éliminant -^ entre les deux premières de ces équations, 

dpx 
et -7- entre les deux autres, puis faisant la différence des résul- 
dux 

tats, 

\ dp dpx dpx dp j \du dUx 1 
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et enfin, en ayant égard à la relation (b), 

(fpx dp 

du dux 

11 suit de là que pdu -^p^dux est une différentielle exacte, et que 
Ton peut obtenir Tintégrale 

{c) V= j(pdu-hPidux), 

qui, substituée dans Féquation (i8) en ayant égard à la valeur (p) 
de T, la transforme en une identité; et comme elle renferme deux 
constantes arbitraires, l'une K, l'autre introduite par l'intégra- 
tion, V est la fonction caractéristique. Donc, diaprés les n*^* 5 et 6, 
on aura, pour les deux intégrales qu'il restait à trouver, 

Connaissant la fonction V, on en déduira immédiatement 

S=V-Hr. 

7. application au mouv€(nent des planètes autour du Soleil, — 
Proposons-nous de déterminer le mouvement relatif d'une planète 
m autour du Soleil, l'attraction mutuelle variant proportionnelle- 
ment aux masses et en raison inverse du carré de la distance. 
Continuons, comme au chapitre P**, à appeler M la masse du Soleil, 
et à poser /x == (M + /71) ; la force apparente qui sollicite m étant 

mu. 

—~'i on a 

m II 



et 



r 



2 r 



(*) C'est ce que Ton peut vérifier eu remarquant que Téquation (c) donne 
ilV dp _, dp. , /dp //Il dp, dH\ ^ //Il ^ 

.dV dp ^ dp^. /dpdW dp,dU\^ d\l 
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Remplaçons les coordonnées rectilignes par les coordonnées po- 
laires, et appelons à cet effet "k Tangle formé par r avec sa projec- 
tion sur le plan xy, L Pangle compris sous cette projection et 
Taxe des x : on a 

jrzrzrcosL, ^ = rcosXsinL, 2 = rsin>, 

et en affectant d'un accent les nouvelles variables r, >, L pour dé- 
signer leurs dérivées par rapport au temps, 

T = - [r'^-f- r^' (L"cos'> 4- V')], 

et enfin, en introduisant les dérivées, 
dT 

— = mr' cos'). L' = /?„ 

-=rr.rn=p„ 
on trouve 

2 M \ a'cos'a r / r 

Les équations du mouvement, d'après les formules (9) du n** 3, 
prennent par suite la forme suivante, en supposant que tf, //,, «, 
représentent r, L, > : 

dt =1 m — = /// z=z: m 

P ;>. Ih 

(II) (lu^ rein. 
— - ^ — -— '>.m — • 



d\\\ "' o , dsecn • 



/r/M\ o 



d\ 



on tire de là : 1° <i/>» = o, d'où />, = ///-/, 7 étant une constante; 

!?." — = -A-TC 5 d'où 

Pi , a sec- A 

P^-dT 

^ ' ^\ TON- A/ 
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c étant une seconde constante; 3® = — » u ou, en po- 

Px p. 

sant - =: oos^ et désignant par a une troisième constante, 

(0) tang^ = lang<j>sin (L — a), 

ce qui exprime que la trajectoire est comprise dans un plan in • 
cliné de l'angle 9 sur le plan xy^ qu'il coupe suivant une droite 
faisant l'angle a avec Taxe des x. 

Les trois in^grales ci-dessus ne sont autre chose que celles qui 
sont fournies par le principe des aires. 

La variable L, n'entrant que par sa différentielle dans les équa- 
tions du mouvement, se trouvera toujours ajoutée à la constante 
— a, de sorte que l'on aura 





dS _ dS 
dh ~ doL ' 


mais (n°» 4 et 6) 






dS dJ 


donc 




(0 


dS 



Prenons maintenant pour plan fixe le plan même de la courbe, 
pour réduire à deux le nombre des coordonnées et rentrer dans 
le cas du n? 7, et soit ç la longitude de la planète comptée à partir 
du nœud, on aura 

(r) cosp = cosA cos(L — a). 

Si Ton remplace, dans l'expression ci-dessus de H, L par v, 
\ par o, et que Ton pose 



on trouve 

r 



7. m y r* / 
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et les équations du mouvement deviennent par suite 

dr dv dp d(f 

dt =. m — = mr^ -— = r- = — ■> 

/} d(f / /// p q\ o 



\ dr / 

d'oii l'on tire d'abord l'équation des aires, k étant une con- 
stante, 
[\) q=.mk. 

En différentiant Péquation (x) par rapport à r, le résultat peut se 
mettre sous la forme 

sine. 9 = sinXjyjCOsfL — a) H ^« 

COSA 

Pour L — a = 90®, on a (» = go**; et, d*après la formule (ô), 
> z= ^ ; par suite, 



7 = 



d'où k : 
cos^ COS^' - COS<p 



En remplaçant, dans l'expression ci-dessus de H, q par sa va- 
leur, l'équation des forces vives 

dans laquelle h est une constante, donne 

en posant 

2 u. , k- 

En appliquant aux intégrales (>) et (p) le théorème du n" 7, 
on a pour déterminer la fonction caractéristique 

V= 1 (pdr-\- f/di') = ifi ( 1 o(h -\- /p ) , 
et par suite 

(21) S ::=-- /;/ ( I p <'/r -h ko ht\ • 

La valenr de 1^ étant censée donnée par l'équation (x), S se trouve 
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ainsi exprimé au moyen des coordonnées r, L, X et des trois 
constantes a. A» h. On a donc (6) pour les deux intégrales cher- 
chées, en appelant v^ et / deux nouvelles constantes arbitrai res. 



S='"(''-l/p'''')='"''" 



Si nous choisissons pour origine des intégrales qui entrent dans 
ces formules celle des deux racines de l'équation 

dr 
p=zmp=z-^=o, ou p = o, 

qui correspond à un minimum de r ou au périhélie^ 



se réduisent respectivement à 

dp 



i> x: 



rfA'^' 



par suite de ce que les termes — ?^'1I^ — •'^"377? '*^s"'*^^"*^ ^^ ^* 
variation de la limite inférieure sont nuls. 

L'intégrale i -jt^^ étant un angle qui s'évanouit au péri- 
hélie, v^ n'est autre chose que la longitude du périhélie, comptée 
à partir du nœud ascendant, et Ton voit de même que^ — / est 
l'époque du passage au périhélie. 

En résumé, S étant déterminé par l'équation (ai), les intégrales 
des équations du mouvement seront 

, , dS dS dS 

fies considérations précédentes sont indépendantes de la loi de 
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l'attraction; nous allons maintenant développer le calcul dans 
l'hyporhèse admise relative à la gravitation. Posant 

// = — -î^5 ^2 = afl (i — e»), 

r=za[\ — É?cos«), i/-^=/i, 
il vient 

S=/7i| \/fr«(w-i-<?sina)--^arc(cos= -^ \-\-frç — Arj» 



d*oii 



I rfS a(i — tf») — r 

— -77 == — arc cos — ^ 1- «» = p, , 

m dk er 

I ^S /?, 

77 = 1/ — (w — csmw) — / = /, 

m ah y II ' 

i fis du A cosX sin (L — a) 

m da, da sine 

«{' — ^') , f 



I -h <? cos (ï» — I', ) 



cosXsinfL — a) 
sinp = ^ , 

COSf 

et ce sont bien les formules du mouvement elliptique que nous 
avons trouvées au chapitre P"". 

8. Méthode de la variation des constantes arbitraires. — Sup- 
posons que H se composant de deux parties, ou que H = H, + H;, 
on connaisse les intégrales des équations 

^'^^ ~di^~d^' Ti"^ dF' 



qui seraient celles du mouvoine/il si 11^ ôlait nul, el soit 

{b) oz=f[t,u,Ui,,. ,r,p^,.. , a, a,, . . ., a', a',,. . .) 

Tune de ces intégrales. 

Proposons-nous de représenter les intégrales relatives à la va- 
leur totale de H par des équations do la forme (/^), dans lesquelles 
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a, a,, . . . , a', a',, . . ., ne représenteront plus des constantes, mais 
des fonctions du temps qu'il faudra déterminer. 

Les variations que du et dp éprouveront par suite de la consi- 
dération du terme H,, représentées par le symbole d' y auront 
pour valeurs 

et ces formules et leurs analogues seront toutes comprises dans la 
suivante 

(^) ^(d'u$p-^d'p$u) = dtdH„ 

D'autre part, les différentielles (c) résulteront des accroisse- 
ments doL^. . , yda' , , . . donnés à a, . . . , a% . . . dans les équa- 
tions (b), sans faire varier le temps, ou encore s'obtiendront 
par une opération identique à celje par laquelle on obtient les 
ou, Sp,, . . en remplaçante par d devant les constantes. La for- 
mule (17) donne par suite 



tl'S=^(pdu-^oL'dci). 



Différentiant respectivement ces deux formules par S et r/', et re- 
marquant que $d'S = d*$Sy $d'uz=zd'$u^ elles donnent par 
différence 

2) [d'u^p — d'p§u) = 2 {doL'SoL - rf5c5a') , 

ou, en vertu de l'équation (</), 

y [doL'àoL ^doL^Oi') = dtdE^, 

équation qui se décompose en 2v autres de la forme 

doL __^(rH, dj! _ ^H, 
^'^ ' 'dt c/a ' de do:' 

Ainsi la fonction principale S dans l'hypothèse H2 = o jouit de 
cette propriété que, étant mise sous la forme 

, r/S 



46a NOTES. 

les arbitraires se trouvent partagées en deux séries qui se corres- 
pondent deux à deux de manière à satisfaire aux équations ('23). 
Si, au lieu de a, ai, . . . , o.\ a'i, on introduit d'autres arbitraires 
Pi9 p3»* • -9 celles-ci ne pourront être que des fonctions des pre- 
mières et leurs différentielles seront de la forme 

ouy en vertu des équations (23), 

mais on a 

doLi '^2ài d p* doLi' fio^i '^^ àPk da'i ' 
si donc on pose 



on a 



.fin. 



(.5) ^^f^-=2/P-P^''^' 



dt, 



formule due àLagrange et dont l'équation (2) du n**27, chap. II, 
n'est qu'un cas particulier. 

9. Application aux perturbations planétaires. — La théorie 
précédente s'applique immédiatement aux perturbations plané- 
taires. £n considérant H, comme la portion de H qui provient des 
forces perturbatrices et en appelant R la fonction perturbatrice, 
on a 

H3 = — /7tR. 



D'autre part, en comparant les équations (22) du n** 7 au 

type --- c=r a', on voit que si l'on prend pour les constantes a les 
doi 

(]uantités A, X, a, les a' correspondants seront w/, /wi»,, — /W'/; 



du 


doL_ r/R 

di^ d^' 


dK 

--dk' 


df __ dK 

dt floL ' 
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les inèines équations donnerhnt par siiitr 

\Vt"'dI' Tt 

(26) 

dl __ dK dv, 

5/ "~ ~ "^ ' It 

On a d'ailleurs, comme dans le texte (33) , 

w = p, -4- a, e =r /// -h w = /î/ H- c, -h a. 

Si maintenant nous désignons par/?^ ^ deux quelconques des 
six constantes a^ t, e, «>, a, 7 que nous substituerons aux variables 
des équations (26), nous aurons, en vertu de l'équation (24), 

^^'^^ dl dh dv, dk d^ r/«' 

dp d(( dp d(( dp dq 
^'dïi'di— dk dv,"^ didy'' 

avec les relations ci-dessus et la suivante : 

y = k cos cp. 

Nous poserons, pour abréger, 



en nous rappelant que ri^n^z=u.im-^ = On obtient 

da a 

dn da da 



fia *i<i^ 


(la . 


(la 


dz ^a/d 


(U 
dî=^"' 


dt 


fie ap 

dh ~~ jir ' 


de 

di = ''' 


de anf 
dk ~ fA6' ' 


floi 


(lo> 
di=''' 


dw 


dx 


dx 

M = ''' 


da 



d(f 



^.=°' 


iû = ''' 


^7 = "' 


di 


ds 


dt 


d.: = •' 


^='' 


Ty = ^' 


de 


de 


de 


^=°' 


T. = °' 


Ty=" 


r/w 


dta 


' r/w 


^ ^'' 


rfS='' 


T,=^- 


da 


da 


da 


^.="' 


Ta='' 


^r"' 



dy do anQOiy do do dv rinCGSéco 

d/ dk fij dv ' da d'i ^e 



V 

•3 

464 NOTES. 

Remplaçant dans l'expression (27)/» succesàveiiient p«r«,4 • 
e, 6>, «, on trouve 

, . dq 3 ani dq dq dq 

dh \f. dl dk rf 7 

/ „, apdq an/ dq 

Remplaçant enfin dans ces dernières formules q successiven 
par 8, e, <?, a, 7, et portant les valeurs obtenues dans la br» 
mule (25), dans laquelle on supposera que Hs= — R, et queki 
variables ^^y ^k représentent les quantités Oy c, Cy «>, a, ^ , on oIh 
tiendra les variations du mouvement elliptique sous la no^flfj* 
forme que dans le texte. 
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